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Resumen
En este trabajo se presentan las definiciones y algunos ejemplos de subcate-
goŕıas reflexivas y correflexivas, se construyen ejemplos de estos dos conceptos
en la categoŕıa Top usando para ello los conceptos de topoloǵıas iniciales y
finales de las categoŕıas topológicas y con estos elementos se construyen ele-
vadores y coelevadores de estructura. En la topoloǵıa de los espacios punteados
Top* se construyen elevadores y coelevadores de estructura y por tanto sub-
categorias correflexivas y reflexivas sin usar las técnicas de estructuras iniciales
y finales, además con estos nuevos métodos en la categoŕıa Top* se construyen
ejemplos de espacios topológicos compactos y espacios topológicos conexos. Se
desarrolla en Top* la teoŕıa expuesta por el profesor Reinaldo Montañez en
su tesis doctoral, en la categoŕıa Top y en particular se muestra, de manera
original, una forma de sumergir una subcategoŕıa de Top* en topos de pre-
haces. Los topos construidos toman como punto de partida el monoide M de
los endomorfismos de un espacio topológico punteado. Finalmente se desar-
rollan métodos de construcción de subcategoŕıas reflexivas y cooreflexivas en
cualquier categoŕıa topológica.
Palabras Claves:
Categoŕıa, funtor, subcategoŕıas, reflexiva, correflexivas, elevador, coelevadores,
monoide, topos
Abstract
In this paper we present definitions and examples of reflective and coreflective
subcategories are constructed examples of these two concepts in the category
vii
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for this Top using the concepts of initial and final topologies of topological cat-
egories and these elements are built with elevators and coelevadores structure.
In the topology of pointed spaces Top*. Elevators are built and coelevadores
structure and therefore runs inflected and reflective subcategories unused tech-
niques and trailing structures in addition to these new methods in the category
Top* constructed examples of topological spaces compact topological spaces
related. It develops in Top* the theory advanced by Professor Reinaldo Mon-
tañez in his doctoral thesis in the category Top particularly shown, in an orig-
inal way, a way of immersing a subcategory of Top* in toposes of presheaves.
Toposes constructed taking as its starting point the monoid M of endomor-
phisms of a topological space dotted. Finally develop construction methods
and reflective subcategories coreflective any topological category.
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reflexivas en la categoŕıa Top 15
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Es frecuente en el trabajo de ciertas áreas de la matemática construir objetos
enriquecidos con propiedades universales a partir de objetos dados. Estas ideas
motivan las definiciones de subcategoŕıas Reflexivas y Correflexivas, nociones
que expresan mejoramiento, optimización y densidad.
Para citar algunos ejemplos relacionados en el área, de la topoloǵıa, que será el
centro de atención en este trabajo, la categoŕıa de los espacios Compactos
Hausdorff es una subcategoŕıa reflexiva de la categoŕıa de los espacios com-
pletamente regulares; en este caso el proceso de optimización es precisamente
la compactificación de Stone - Ĉech, que define un funtor adjunto a izquier-
da del funtor de inclusión de los Compactos Hausdorff en los completamente
regulares. Para citar otro ejemplo, la categoŕıa de los espacios métricos es una
subcategoŕıa reflexiva de la categoŕıa de los espacios pseudométricos, lo cual
significa que todo espacio Pseudométrico determina un espacio métrico con
cierta propiedad universal.
En este trabajo se hace una revision bibliográfica de la teoŕıa relacionada con
las Subcategoŕıas reflexivas y correflexivas, en particular, de la categoŕıa de los
espacios topológicos. Se muestran algunos métodos de construcción de Sub-
categoŕıas reflexivas y correflexivas en la categoŕıa de los espacios topológicos
Top, aśı como también en la categoŕıa de los espacios topológicos punteados
Top∗. En particular, en los ejemplos anotados anteriormente, el objeto y su
mejorado cambian de conjunto subyacente. En [22], a través de endofuntores
denominados Elevadores y Coelevadores, se muestran algunas formas de cons-
truir Subcategoŕıas reflexivas y Correflexivas en Top sin cambiar el conjunto
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subyacente. Un tópico que consideramos central en este trabajo es el estudio
de la categoŕıa Top∗, en la cual se estudian y se complementan entre otros los
métodos dados en [22] en aspectos relacionados con la topoloǵıa general, la
teoŕıa de categoŕıas,y la topoloǵıa categórica.
El trabajo se desarrolla en cinco caṕıtulos, de los cuales haremos una corta
descripción de sus contenidos.
Caṕıtulo 1: Conceptos básicos.
En este caṕıtulo se presentan las definiciones de subcategoŕıas reflexivas y
correflexivas, siguiendo a [2] se da una caracterización de las subcategoŕıas
reflexivas y correflexivas y se presentan varios ejemplos en las áreas de la
topoloǵıa y el álgebra, relacionados con cambio de estructura, conjuntos co-
cientes y compleciones.
Caṕıtulo 2. Un método de construcción de subcategoŕıas reflexivas y correfle-
xivas en la categoŕıa Top
En este caṕıtulo, a través de endofuntores construidos a partir de topoloǵıas
iniciales y finales y tomando como base el trabajo desarrollado en [22] se pre-
senta un método de construcción de subcategoŕıas reflexivas y correflexivas de
Top, en las cuales el espacio dado y su mejorado tienen el mismo conjunto
subyacente. Con un poco más de precisión, un espacio topológico o una fa-
milia de espacios topológicos, a través de topoloǵıas iniciales o finales genera
endofuntores en Top denominados Elevadores y Coelevadores de estructura,
de tal manera que sus puntos fijos forman una subcategoŕıa reflexiva o una
subcategoŕıa correflexiva de Top. En este trabajo, esta teoŕıa, desarrollada en
[22] se complementa, de manera original, con un proceso similar, pero partien-
do de funciones continuas en lugar de espacios topológicos.
Caṕıtulo 3. Espacios topológicos punteados.
En esta parte del trabajo, se presenta un método de construcción de subcate-
goŕıas reflexivas y correflexivas de la categoŕıa Top∗, a través de elevadores y
coelevadores de estructura definidos en ésta. La categoŕıa Top∗, está constitu-
ida por espacios topológicos con un punto base y por funciones continuas que
por imagen rećıproca env́ıan el punto base en el punto base, haciendo que las
funciones preserven el punto base. Se resalta que los resultados aqúı consigna-
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dos no se conocen y por lo tanto se consideran originales. Adicionalmente,
se puede resaltar, que este método de trabajo da origen a la construcción de
espacios topológicos conexos y compactos. La teoŕıa desarrollada se generaliza
a la categoŕıa de los espacios puntuados. Además, se construyen los espacios
bipunteados como los espacios topológicos n-puntuados. Finalmente, tratando
de buscar relaciones entre subcategoŕıas de Top∗ con otras existentes en la
teoŕıa de categoŕıas, hemos encontrado en [5] que la categoŕıa Top∞ es equiv-
alente a la categoŕıa de los espacios topológicos exteriores E . La categoŕıa de
los espacios topológicos exteriores E , se estudia en [5], y tiene por objetos a
ternas (X, τ, x0) donde X es un conjunto cualquiera, τ es una topoloǵıa sobre
X y ε ⊆ τ es un filtro. La categoŕıa Top∞ es una subcategoŕıa de Top∗, for-
mada por los espacios en donde los puntos son cerrados.
Caṕıtulo 4. Inmersión de Subcategoŕıas de Top* en Topos de Prehaces.
Los topos de prehaces asociados a espacios topológicos, de hecho estos topos
ya guardan relación con topoloǵıa, sin embargo nuestro interés en este caṕıtulo
es mostrar otros topos que guarden nuevas relaciones con la topoloǵıa. Ahora
bien, a pesar de que muchos de los conceptos de la teoŕıa de topos son moti-
vados desde la topoloǵıa, no abundan en la literatura topos para el estudio de
la topoloǵıa. Con tal inquietud, en los años 70´s aparece un topos que con-
tiene como subcategoŕıa reflexiva a la categoŕıa de los espacios secuenciales y
denominado el topos de Johnstone [14], es de anotar que la categoŕıa de los es-
pacios secuenciales es una subcategoŕıa reflexiva de Top. En [22] se generaliza
esta construcción, y se muestra la manera en que subcategoŕıas reflexivas se
extienden en topos de prehaces. En este caṕıtulo se desarrolla la teoŕıa expues-
ta en [22] en la categoŕıa Top∗ y en particular se muestra, de manera original,
una forma de sumergir una subcategoŕıa de Top∗ en topos de prehaces. Los
topos construidos toman como punto de partida el monoide M de los endomor-
fismos de un espacio topológico punteado MW ∗ = [W
∗,W ∗], de esta manera
los topos de prehaces construidos son equivalentes a topos de M − conjuntos.
Finalmente si se parte de un monoide topológico M, construido a partir del
monoide de un espacio topológico dado, se origina un topos geométrico, ver
[22], en este caṕıtulo se muestran, de una manera original, topos geométricos
construidos a partir de espacios topológicos punteados.
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Caṕıtulo 5. Subcategoŕıas reflexivas y correflexivas en categoŕıas topológicas.
En este caṕıtulo, siguiendo a [22] se muestra algunas generalizaciones dadas
en el caṕıtulo 2, en particular las relacionadas con los funtores elevadores y
coelevadores de estructura y la manera en que estos generan subcategoŕıas re-
flexivas y correflexivas de una categoŕıa topológica. La topoloǵıa categórica, en
una de sus direcciones de trabajo, puede considerarse como una generalización
del funtor olvido de estructura de los espacios topológicos en la categoŕıa de
los conjuntos, en especial de las propiedades relacionadas con la existencia de
topoloǵıas iniciales y finales que tiene dicho funtor. En particular, las cate-
goŕıas de los espacios uniformes y de proximidad son categoŕıas topológicas
fibradas sobre la categoŕıa de los conjuntos y la categoŕıa Top∗ es una cate-
goŕıa topológica fibrada sobre la categoŕıa de los conjuntos punteados, además
estas categoŕıas son equivalentes a la categoŕıa de los espacios completamente
regulares y puesto que esta última es una subcategoŕıa correflexiva de Top, las
dos primeras se pueden interpretar como subcategoŕıas correflexivas de Top.
Finalmente, haciendo una revisión de la literatura y en particular siguiendo
a [28], [9], [2] y [27] en este caṕıtulo se muestran algunos ampliaciones de la
categoŕıa de los espacios topológicos, como lo son las categoŕıas de los espacios
Pretopológicos Prtop y Pseudotopológicos Pstop. Estas categoŕıas surgen al
debilitar la definición de espacio topológico dada mediante funciones de filtros
convergentes y resuelven respectivamente los problemas de extensionalidad,
falta de exponenciación en Top y de la herencia por subespacios. En parti-
cular, la categoŕıa Top es una subcategoŕıa reflexiva de Prtop y la categoŕıa




En este caṕıtulo se presenta la teoŕıa básica relacionada con subcategoŕıas
reflexivas y correflexivas y se ejemplifica en las áreas del álgebra y de la
topoloǵıa, siendo ésta última el contexto de interés del trabajo.
1.1. Subcategoŕıas Reflexivas
Definición 1. [2] Sea C una Categoŕıa y H una subcategoŕıa de C. Se dice que
H es reflexiva en C, si para todo objeto V de C, existe un objeto V ∗ en H y un
morfismo rV : V → V ∗, llamado la reflexión de V , tales que, para todo objeto
U de H y todo morfismo f : V → U , existe un único morfismo f ∗ : V ∗ → U








Puede observarse fácilmente que la reflexión de cada objeto es única salvo iso-
morfismos y que el morfismo rV : V → V ∗ es un epimorfismo. Además, si H
es reflexiva en C y K es reflexiva en H, entonces, K es reflexiva en C.
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Proposición 2. La reflexión es esencialmente única, es decir,
1. Si rA : A→ A
∗ y rA : A→ A
∗
son reflexiones de A, entonces, A∗ ∼= A
∗
de tal forma que el triángulo.
2. Si rA : A → A
∗ y k : A∗ → A
∗
es un isomorfismos en H, entonces
k ◦ rA : A→ A
∗
es una reflexión de A.
Demostración.








se puede afirmar que rA : A→ A
∗ es reflexión de A y rA : A→ A∗ es un
morfismo, entonces, existe un único morfismo k : A∗ → A∗ de tal forma
que.
k ◦ rA = rA (1)
Ahora, como rA : A → A∗ es reflexión de A y rA : A → A
∗ es un
morfismo, entonces existe un único morfismo l : A∗ → A∗ de tal forma
que.
l ◦ rA = rA (2)
reemplazando 2 en 1 se obtiene (k ◦ l) ◦ rA = rA, de donde, k ◦ l = 1A∗ .
Análogamente, se demuestra que l ◦ k = 1A∗ de lo que se concluye que
k es un isomorfismo y por tanto A∗ ∼= A∗. Luego la reflexión es única
salvo isomorfismos.
2. Como rA : A → A
∗ es reflexión de A y k : A∗ → A∗ es isomorfismo,
entonces, para el morfismo k ◦ rA : A −→ A∗, existe un único morfismo
φ : A∗ −→ A∗ de tal forma que φ ◦ rA = k ◦ rA. Finalmente, el morfismo
φ ◦ k−1 : A∗ −→ A∗, es el único morfismo que hace que φ ◦ k−1 ◦ k ◦ rA =
k ◦ rA, es decir, k ◦ rA : A −→ A∗ es reflexión de A
6
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Definición 3. [2] Dados los funtores F : C −→ D y G : D −→ C, se dice
que F es adjunto a izquierda de G y que G es adjunto a derecha de F , si para
todos los objetos X de C y Y de D, se tiene el isomorfismo natural de clases
[F (X), Y ]D ∼= [X,G(Y )]C.
1
Proposición 4. H es una subcategoŕıa reflexiva de una categoŕıa C, śı y so-
lamente śı, el funtor inclusión I : H → C tiene adjunto a izquierda.
Demostración. Sea H una subcategoŕıa reflexiva en C. Sea R : C → H el funtor
que asigna a cada objeto V de C el objeto R(V ) = V ∗ y a cada morfismo
f : V → U le asigna el morfismo R(f) = (ru ◦ f)
∗ : V ∗ → U∗.
Veamos que el funtor R es el adjunto a izquierda de I. Para cada par de
objetos U, V de C consideremos la aplicación Φ : [V, I(U)]→ [R(V ), U ] defini-
da por Φ(f) = f∗ para cada morfismo f : V → U . Φ está bien definida,
puesto que para cada morfismo f , el morfismo f ∗ : V ∗ → U es único por
definición de subcategoŕıa reflexiva. Φ es inyectiva, en efecto, si Φ(f) = Φ(g),
es decir, f∗ = g∗, entonces, f∗ ◦ rv = g
∗ ◦ rv; luego, f = g. La aplicación
Φ es sobreyectiva. En efecto, dado p : V ∗ → U , se determina el morfismo
p ◦ rv : V → U y claramente Φ(p ◦ rv) = (p ◦ rv)
∗ = p. Por lo tanto Φ es
un isomorfismo, el cual resulta natural como lo exige la definición de funtor
adjunto a izquierda.
Supongamos ahora que el funtor R : C → H es adjunto a izquierda del funtor
I : H → C. Veamos que H es reflexiva en C. Sean V un objeto de C y U




: [V, I(U)] → [R(V ), U ] la biyección exigida
en la definición de adjunción. Tomando U = R(V ), se determina el morfismo
Φ−1
V U
(iR(V )) : V → R(V ), donde iR(V ) : R(V ) → R(V ) es el morfismo iden-
tidad. El objeto R(V ) de H es la reflexión del objeto V de C. En efecto, sea
f : V → W un morfismo, entonces, por la naturalidad exigida en la defini-




(iR(V )) = f . Además,
si g ◦ Φ−1
V U
(iR(V )) = f , entonces, ΦVW (f) ◦ Φ
−1
V U




donde, el morfismo Φ
VW
(f) : R(V )→W es el único que satisface la condición
requerida. Por lo tanto Φ−1
V U
(iR(V )) : V → R(V ) es la reflexión de V .
1En general [A, B]C corrresponde a los morfismos de A en B de una categoŕıa C
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Se puede distinguir tres clases de ejemplos de subcategoŕıas reflexivas, de tipo
A aquellos que se obtienen por un cambio de estructura, B los que se obtienen
mediante un conjunto cociente y C aquellos que se obtienen mediante comple-
ciones [2].
EJEMPLOS DE TIPO A
1. De [2], consideremos la categoŕıa de todas las relaciones Real y H la sub-
categoŕıa de las relaciones simétricas Sym, entonces, se tiene si (X, ρ) ∈
Real,
(X, ρ∪ρ−1) ∈ Sym, donde ρ−1 es la relación inversa de ρ, y (X, ρ∪ρ−1)
es la reflexión simétrica de (X, ρ). En efecto, sea (Z, η) una relación
simétrica y supongamos que f : (X, ρ) → (Z, η) es un morfismo tal que
f(x ρ y) = f(x)ηf(y), donde x, y ∈ X. Si definimos φ : (X, ρ ∪ ρ−1) →
(ψ, n), aśı φ(x) = f(x) entonces, se cumple que φ ◦ rX = f es decir,
((X, ρ ∪ ρ−1), i) es la reflexión de (X, ρ), siendo rX la función identidad
de X
2. De [2], la subcategoŕıa plena de Top formada por los espacios comple-
tamente regulares es una subcategoŕıa reflexiva de Top. En efecto, sea
(X, τ ) un espacio topológico y sea (X, τ c) donde, una base para τ c esta
formada por la familia
{A | A = X\f−1(0), f : (X, τ )→ R},
entonces, ((X, τc), f) es la reflexión de (X, τ ).
EJEMPLOS DE TIPO B
Mejorando objetos mediante conjuntos cocientes.
1. De [12], sea C la categoŕıa de los conjuntos preordenados. Los objetos de
esta categoŕıa son los conjuntos en cada uno de los cuales está definida
una relación entre sus elementos que denotaremos (≤), la cual es reflex-
iva y transitiva y los morfismos de esta categoŕıa son las funciones que
preservan el orden, es decir, si A y B son conjuntos preordenados, una
8
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función g : A → B es un morfismo en esta categoŕıa, si para todos a, b
elementos de A, tales que si a ≤ b se tiene que g(a) ≤ g(b).
Sea H la categoŕıa de los conjuntos parcialmente ordenados, los objetos
de esta categoŕıa son los conjuntos parcialmente ordenados, es decir,
conjuntos en cada uno de los cuales está definida una relación entre sus
elementos notada (≤), la cual es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Los
morfismos de esta categoŕıa son funciones que preservan el orden en el
mismo sentido de la categoŕıa C. Claramente H es una subcategoŕıa de
C.
Veamos que H es reflexiva en C. Sea (V,≤) un conjunto preordenado. En
el conjunto V se define una relación entre sus elementos, aśı: “x ∼ y, si y
sólo si, x ≤ y y y ≤ x”. Esta relación es de equivalencia en V . Entonces,
se determina el conjunto cociente V/∼ cuyos elementos notaremos con
x̄, siempre que x sea elemento de V .
Ahora, en el conjunto V/∼ definimos una relación entre sus elementos la
cual notaremos por “≤′”, aśı: para todo x̄, ȳ elementos de V/∼, x̄ ≤
′ ȳ,
si y solamente si, x ≤ y. Nótese que la relación ≤′ está bien definida. En
efecto, supongamos que x̄ = x̄′ y ȳ = ȳ′ entonces
x ≤ x′, x′ ≤ x, y ≤ y′, y′ ≤ y
luego:
x ≤′ y ↔ x ≤ y ↔ x′ ≤ x ≤ y ≤ y′ ↔ x̄′ ≤′ ȳ′.
De otra parte, la aplicación rv : V → V/∼ definida por rv(x) := x̄ es
un morfismo en esta categoŕıa y es además la reflexión de V . En efecto,
si (U,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y f : V → U es un
morfismo, entonces la aplicación f ∗ : V/∼ → U definida por f
∗(x̄) :=
f(x) es un morfismo de conjuntos parcialmente ordenados y verifica la
igualdad f∗ ◦ rv = f .
Obsérvese que f∗ es el único morfismo que verifica esta última igualdad
porque rv es epimorfismo por ser éste una función sobreyectiva.
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2. De [2], C = Top y H=Top0 (la subcategoŕıa de los espacios T0). En-
tonces, H es subcategoŕıa reflexiva en Top en efecto sea (X, τ) un espa-
cio topológico sobre el conjunto X, se define la relación de equivalencia
∼ aśı x | y ⇔ x = y, entonces, se construye el espacio X/ ∼ y se
considera la aplicación canónica j : X → X/ ∼ y sobre X/ ∼ se de-
fine la topoloǵıa cociente, que denotamos por β, entonces, el morfismo
j : (X, τ) → (X/ ∼, β) es continua y además se cumple que si (Z,α) es
un espacio topológico T0 y f : (X, τ)→ (Z,α) es continua. El morfismo
φ : (X/ ∼, β) → (Z,α) definido por φ([x]) := f(x) es el único que hace
φ ◦ j = f , en efecto, (φ ◦ j)(x) = φ(j(x)) = φ([x]) = f(x).
3. De [2], sea G un grupo y G′ = {xyx−1y−1 | x, y ∈ G}, entonces, G′ es
un subgrupo normal de G.
Podemos definir el conjunto G/G′, a dicho conjunto se le puede dotar de
una operación que hace de G/G′ un grupo Abeliano. Se define
j : G −−→ G/G′
a −−→ j(a) = [a]
entonces, G/G′ es la reflexión de G. En efecto, sea A un grupo Abeliano
y f : G −−→ A un homomorfismo de grupos, entonces, existe un homo-
morfismo φ : G/G′ −−→ A de grupos Abelianos φ([a]) = f(a), tal que
φ ◦ j = f .
EJEMPLOS DE TIPO C (Completación o compleción)
1. Sea C = Metu (espacios métricos, cuyos morfismos son funciones uni-
formemente continuas) y H = la subcategoŕıa plena de los espacios
métricos completos. Entonces si (X, d) es un objeto de Metu se construye
el espacio (X∗, d∗), donde X∗ es completación del espacio métrico (X, d)
entonces ((X∗, d∗), i) es la reflexión de (X, d). En efecto sea (Z, η) un
espacio métrico completo y sea f : (X, d)→ (Z, η) una función uniforme-
mente continua, entonces, el morfismo φ : (X∗, d∗)→ (Z, η) definido por
φ(x) = f(x) es uniformemente continua que cumple φ ◦ i = f
2. Sea X un conjunto no vaćıo y P(x) el conjunto de partes de X. Sea C la
categoŕıa que determina la relación de contenencia en el conjunto P(x).
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Sean τ una topoloǵıa sobre X y H la categoŕıa que determina la relación
de contenencia en τ c. Entonces, H es una subcategoŕıa reflexiva en C. En
efecto, sea A ∈ P(x), entonces, A contiene a A (A es la adherencia de
A), y A ∈ τ c. Ahora, si existe un conjunto B en τ c, tal que B contiene a
A, por ser A el menor conjunto cerrado que contiene a A, se tiene que B
contiene a A, de lo cual se induce la reflexión de A. En otras palabras,
el siguiente diagrama es conmutativo, donde las flechas indican el único








3. De [38], sea C = HComp (los espacios compactos Hausdorff) y sea
H = Tych (los espacios Tychonoff o espacios completamente regulares),
entonces, mediante la compactación de Stone-Čech para cada espacio
completamente regular (X, τ ) su compactificación es B(X) y (B(X), i)
es la reflexión de (X, τ ).
4. De [2], sea C = Sgr (semi grupos, conjuntos con una operación binaria,
la cual es asociativa) y sea H = Mon (la categoŕıa de los monoides)
los morfismos entre los monoides (G1, ◦, e1) (G2, ∗, e2) son funciones f :
G1 → G2 tales que f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b), f(e1) = e2, entonces, para
cada semigrupo (G, ◦) la reflexión es ((G1 ∪{e}, ◦, {e}), i), donde e es un
elemento que no está en G y hace de elemento identidad e i es la función
de inclusión.
Notese que Mon no es una subcategoŕıa plena de Sgr, pues el morfismo
h : (G1, ◦, e1)→ (G2, ∗, e2) definido por h(g) = e2 para todo g ∈ G no es
un morfismo en Sgr.
Proposición 5. [2] Si H es una subcategoŕıa reflexiva en C, entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.
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1. H es una subcategoŕıa plena de C. Lo cual significa, que si A y B son
objetos de H y f : A → B es un C−morfismo, entonces, f es un
H−morfismo.
2. Para cada objeto A ∈ H; iA : A→ A es la reflexión de A, nótese que en
este caso donde A∗ = A.
3. Para cada objeto A ∈ H el morfismo reflexión rA : A → A
∗ es isomor-
fismo en H
4. Para cada objeto A ∈ H el morfismo reflexión rA : A → A
∗ es un
H-morfismo.
Demostración. (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) son evidentes. Para ver (4) ⇒ (1) sea
f : A → A
′
un C-morfismo entre dos H-objetos, por definición de reflexión,
existe un H-morfismo f∗ : A∗ → A
′
tal que f = f∗ ◦rA, siendo rA la identidad
de A, es decir, f es un H− morfismo.
1.2. Subcategoŕıas Correflexivas
Definición 6. [2] Sea C una categoŕıa y K una subcategoŕıa de C, se dice que
K es correflexiva en C, si para todo objeto A ∈ Obj C existe un objeto A∗
en K y un morfismo s : A∗ → A tal que para cualquier otro objeto B ∈ K y
cualquier otro morfismo f : B → A existe un único morfismo ϕ : B → A en







Es de anotar, que la correflexión es esencialmente única y que s es monomorfis-
mo. Además, K es subcategoŕıa correflexiva de C, si y sólo si, el funtor inclusión
I : K −→ C, tiene adjunto a derecha.
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Ejemplos
1. De [12], sea X un conjunto no vaćıo y P(X) el conjunto de partes de X.
Sea C la categoŕıa que determina la relación de contenencia en el conjunto
P(X).
Sean τ una topoloǵıa sobre X y H la categoŕıa que determina la relación
de contenencia en τ . Entonces, H es una subcategoŕıa correflexiva en C. En
efecto; sea A ∈ P(X) entonces Ao es subconjunto de A (Ao es el interior de
A), y, Ao ∈ τ . Ahora, si existe un conjunto B en τ , tal que B es subconjunto
de A, por ser Ao el mayor conjunto abierto contenido en A, se tiene que
B es un subconjunto de Ao, de lo cual se induce la correflexión de A. El







2. De [12], sea C la categoŕıa de los espacios topológicos punteados. Los obje-
tos de esta categoŕıa son los espacios topológicos en los cuales se ha fijado
un punto base y los morfismos son las funciones continuas que preservan el
punto base.
Sea H la subcategoŕıa plena de C formada por los espacios topológicos
conexos punteados. Veamos que H es reflexiva en C.
Sea (X, τ
X
, xo) un espacio topológico punteado cualquiera y sea X
∗ la
componente conexa de xo. Entonces, se determina el espacio topológico
(X∗, τ
X∗
, xo), donde τX∗ es la topoloǵıa relativa a X
∗.
El espacio topológico (X∗, τ
X∗
) es conexo y la inclusión i : X∗ → X es
continua y es la correflexión de X, como se prueba a continuación.
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Sea (Y, τ
Y
, yo) un espacio topológico conexo punteado y f : Y → X una
función continua. Determinamos entonces la aplicación f ∗ : Y → X∗ defini-
da por f∗(y) := f(y) donde y ∈ Y , f∗ está bien definida puesto que f(Y )
es conexo y por lo tanto f(Y ) ⊂ X∗. Además, f∗(yo) = f(yo) = xo. Ahora
f∗ es continua puesto que f lo es. De otra parte f ∗ es la única que verifica
la igualdad i ◦ f∗ = f porque i es monomorfismo.
3. De [2], sea C = Rel (relaciones), K = Sym (relaciones simétricas), si (X, ρ)
es un objeto de Rel ((X, ρ ∩ ρ−1), idx) es una correflexión de (X, ρ), en
efecto.
Sea (Z, γ) un objeto de Sym y sea f : (X, ρ)→ (Z, γ) un morfismo de Rel
es decir, una función f : (Z, γ) −→ (X, ρ) tal que f(xγy) := f(x)ρf(y)
donde x, y ∈ X, entonces, definimos el morfismo ϕ : (Z, γ) → (X, ρ ◦ ρ−1)
aśı ϕ(x) := f(x), entonces, el siguiente diagrama es conmutativo.
ϕ
f




4. De [2], sea C = Top y K = la categoŕıa de los espacios secuenciales (es decir
espacios en los que todo subconjunto secuencialmente cerrado es cerrado)
entonces si (X, τ) es un objeto en C, se define
τ ′ = {A ⊆ X | X \A es secuencialmente compacto en (X, τ)},
entonces, (X, τ) es una topoloǵıa sobre X. Tenemos que, ((X, τ
′
), idx) es
la correflexión (X, τ) en efecto, sea (ψ, α) es un espacio topológico secuen-
cial y sea f = (Z,α) → (X, τ) una función continua, entonces, la función
ϕ : (Z,α)→ (X, τ
′
) definida por ϕ(x) := f(x) es continua en K.
Además es la única función continua que cumple id ◦ ϕ = f . Otra de-




Un método de construcción
de subcategoŕıas reflexivas y
correflexivas en la categoŕıa
Top
En los ejemplos considerados en el Caṕıtulo I, en particular, en los relacionados
con el área de la topoloǵıa, un espacio y su reflexión no tienen en general el
mismo conjunto subyacente. Siguiendo a [22], en esta sección se muestra un
método de construcción de subcategoŕıas de Top en donde el espacio de partida
y su reflexión (correflexión) tienen el mismo conjunto subyacente, como en los
ejemplos tipo A del Caṕıtulo 1. Consideramos interesante el hecho de que
las subcategoŕıas construidas son además categoŕıas topológicas, en el sentido
de [2]. Adicionalmente se presentan algunos resultados que complementan lo
desarrollado en [22] en lo relacionado con el tema de este caṕıtulo.
2.1. Topoloǵıas iniciales y finales
En la categoŕıa de los espacios topológicos, la colección de topoloǵıas sobre un
conjunto X tiene estructura de ret́ıculo completo, con el orden inducido por la
inclusión, siendo la topoloǵıa grosera el mı́nimo y la discreta el máximo. Dada
un familia de topoloǵıas sobre X el ı́nfimo esta dado por la intersección y el
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supremo por la topoloǵıa generada por la reunión.
Además, en la categoŕıa de los espacios topológicos Top se resuelve el siguiente
problema: dada una función f : X → Y y τY una topoloǵıa sobre Y , se puede
construir sobre el conjunto X, la topoloǵıa “τX” llamada topoloǵıa inicial, de
la siguiente manera,
τX = {f
−1(B) | B ∈ τY }
de esta forma , la función
f : (X, τX)→ (Y, τY )
resulta continua, adicional a esto se cumple la siguiente propiedad: dado cualquier
espacio topológico (Z, τZ) y cualquier función g : Z → X de tal forma que la
función h : (Z, τZ) → (Y, τY ) sea continua y además se cumple h = f ◦ g,
entonces,
g : (Z, τY )→ (X, τX), es continua
En efecto, sea A ∈ τX , entonces,
A = f−1(B) para B ∈ τY , ahora
g−1(A) = g−1(f−1(B)) = (f ◦ g)−1(B) = h−1(B)
pero, B ∈ τY y h es continua, entonces, g
−1(A) ∈ τZ . Esta propiedad que
cumple la función continua f se llama propiedad universal a izquierda (PUI).
En forma dual, dada una función f : X → Y y τX una topoloǵıa sobre X,
se construye la topoloǵıa sobre Y , τY = {B ⊆ Y | f
−1(B) ∈ τX}, llamada
topoloǵıa final y cuando la función es sobreyectiva, se dice que τY , es una
topoloǵıa cociente
f : (X, τX)→ (Y, τY )
resulta continua y además cumple la siguiente propiedad, llamada propiedad
universal a derecha (PUD): dado cualquier espacio topológico (Z, τZ) y cualquier
función g : Y → Z de tal forma que h = g ◦ f resulte continua, entonces, la
función
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g : (Y, τY )→ (Z, τZ) es continua.
En efecto, sea C ∈ τZ , entonces, h
−1(C) ∈ τX . Ahora
g−1(C) ⊆ Y y f−1(g−1(C)) = (g ◦ f)−1(C) = h−1(C),
luego, g−1(C) ∈ τY , es decir, g es continua.
Un caso particular de una topoloǵıa final, es el siguiente: dado un espacio
topológico (X, τX) y dada una relación de equivalencia R sobre X, entonces,
se construye el conjunto cociente X/R, adicionalmente se tiene de manera
natural la función
J : X −→ X/R
x −→ J(x) = [x]
entonces, se puede construir la topoloǵıa cociente sobre (X/R)
Ejemplo 7. Ver [32]
El cilindro, el toro, la cinta de Mobius y la botella de Klein, son subespacios de
R3 que se obtienen mediante la construcción anterior definiendo para cada caso
una relación adecuada en un rectángulo considerando este como subespacio de
R2
Definición 8. Ver [37] o [2]
En Set se tiene el concepto de sumidero: Sea (fλ, X)λ∈A, una familia donde
fλ := Xλ −→ X es una función para cada λ ∈ A y el concepto de fuente como
una familia (X, fλ)λ∈A, donde, fλ = X −→ Xλ, es una función para cada
λ ∈ A.
En Top, sea S = (fλ, X) un sumidero cuyo dominio es la familia (Xλ, τλ) para
todo λ ∈ A, entonces, la topoloǵıa final para X correspondiente a la familia
{τ λ}λ∈A y {fλ}λ∈A, es: τ = {U ⊆ X | f−1λ (U) ∈ τλ, ∀λ ∈ A}, entonces,
las funciones fλ : (Xλ,τ λ) −→ (X,τ ) son continuas y cumplen la propiedad
universal a derecha, para todo λ ∈ A. Dicha topoloǵıa se llama topoloǵıa final
para el sumidero.
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Sobre las Subcategoŕıas Reflexivas y Correflexivas de la Categoŕıa de los Espacios Topológicos
De manera dual, se tiene la estructura inicial para la fuente: F : (X, fλ), cuyo
codominio es la familia (Xλ,τ λ). Entonces, la topoloǵıa inicial para X corre-
spondiente a {τ λ}λ∈A y {fλ}λ∈A, es la topoloǵıa τ generada por la familia:
Λ = {f−1λ (uλ) ⊆ X | uλ ∈ τ λ}, donde las funciones fλ : (X,τ ) −→ (Xλ,τ λ)
son continuas y cumplen la propiedad universal a izquierda para todo λ ∈ A
2.2. Construcción de subcategoŕıas reflexivas y cor-
reflexivas a través de topoloǵıas iniciales y fi-
nales
Haciendo uso de topoloǵıas iniciales y finales, veremos la forma de constru-
ir una clase de endofuntores de Top, que generan mediante sus puntos fijos
reflexivas y correflexivas de Top.
2.2.1. Funtores elevadores y coelevadores de estructura
Definición 9. [22]
Sea E : Top −→ Top un funtor, decimos que E es elevador de estructura o
simplemente un elevador, si cumple:
1. X ≤ E(X)
2. O ◦ E = O, donde O es el funtor olvido de Top en Conj, siendo Conj
la categoŕıa de los conjuntos
Definición 10.
Un funtor E : Top −−→ Top se llama idempotente si E ◦ E = E. En tal caso,
los puntos fijos de E coinciden con su imagen E(Top). En adelante E(Top)
será la subcategoŕıa plena de Top.
Proposición 11. [22] Si E : Top −→ Top es un elevador idempotente, en-
tonces, E(Top) es una subcategoŕıa correflexiva de Top.
Demostración. Sea X ∈ Top, como E es elevador, entonces, X ≤ E(X), es
decir, la función: iX : E(X) −→ X es continua. Afirmamos que E(X) es la
correflexión de X. En efecto, sea Y ∈ E(Top) y f : Y −→ X una función
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continua, como E : Top −→ Top es un funtor, E(f) : E(Y ) −→ E(X) es
continua. Ahora, como E es idempotente E(Y) = Y, es decir, E(f) : Y −→









por lo tanto, E(X) es la correflexión de X
Definición 12. [22]
Un funtor C : Top −−→ Top es coelevador de estructura, si cumple las sigu-
ientes dos condiciones
1. C(X) ≤ X, para todo X ∈ Top
2. O ◦ C = O, donde O es el funtor olvido de Top en Conj.
Proposición 13. Si C : Top −−→ Top es un coelevador idempotente, entonces,
C(Top) es una subcategoŕıa reflexiva de Top.
Demostración.
Sea X ∈ Top, como C es coelevador se cumple que C(X) ≤ X, es decir, la
función iX : X −−→ C(X) es continua. Afirmamos, que para cada X ∈ Top,
C(X) es la reflexión. En efecto, sea Y ∈ C(Top) y f : X −−→ Y una función
continua, entonces, C(f) : C(X) −−→ C(Y) es continua, como Y ∈ C(Top)
y C es idempotente, entonces, C(Y) = Y, luego, C(f) : C(X) −−→ Y es
continua y cumple que C(f) ◦ iX = f , además, es la única que satisface dicha
propiedad.
A continuación se enumeran algunas propiedades de elevadores y coelevadores
relacionados con separación, conexidad y compacidad
Proposición 14. Todo elevador en Top preserva la propiedad de ser Haus-
dorff.
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Demostración. Sea E : Top→ Top un elevador, entonces X ≤ E (X) es decir,
que la función identidad i : E (X)→ X es continua, luego todo abierto de X
es abierto en E (X) , ahora si X es Hausdorff entonces E (X) es Hausdorff.
Proposición 15. Todo coelevador en Top preserva la conexidad.
Demostración. Si C : Top → Top es un coelevador, entonces, C (X) ≤ X es
decir, que la función identidad i : X → C (X) es continua. Entonces, si X es
conexo, C (X) es conexo.
Proposición 16. Todo coelevador en Top preserva la compacidad.
Demostración. Sea C : Top → Top un coelevador. Entonces C (X) ≤ X, por
tanto, si X es compacto, C (X) es compacto.
Ejemplos
1. El funtor identidad I : Top −−→ Top es un elevador idempotente y sus
puntos fijos coinciden con Top.
2. El funtorD : Top −−→ Top que env́ıa a cada espacio topológico (X,τ ) en
el espacio discreto (X,D) es un elevador idempotente y sus puntos fijos
coinciden con los espacios discretos. Por tanto, la subcategoŕıa plena de
Top, formada por los espacios discretos, es una subcategoŕıa correflexiva
de Top.
3. El funtor identidad I : Top −−→ Top es un coelevador idempotente y sus
puntos fijos coinciden con Top.
4. El funtor G : Top −−→ Top que env́ıa a cada espacio topológico (X,τ )
en el espacio grosero (X,G), es un coelevador idempotente y sus puntos
fijos coinciden con los espacios groseros. Por tanto, la subcategoŕıa plena
de Top, formada por los espacios groseros, es una subcategoŕıa reflexiva
de Top.
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2.3. Construcción de elevadores y coelevadores a
partir de espacios topológicos
Definición 17. [22] Sea W y X espacios topológicos. En la colección de fun-




f :W → X | f ∈ [W,X]Top
}
la estructura final para s (W,X) la notamos Fs (W,X) = X.
De la definición de topoloǵıa final para un sumidero, se sigue el siguiente lema
Lemma 18. Sean W y X espacios topológicos, entonces,
1. X ≤ Fs (W,X)
2. [W,X]Top
∼= [W,Fs (W,X)]Top
En adelante, para simplicidad en la escritura, escribiremos [W,X] en vez de
[W,X]Top
Teorema 19. Sea W un espacio topológico la aplicación
EW : Top −→ Top
X −→ EW (X) = Fs (W,X)
EW (f) = f
define a EW como un elevador idempotente en Top.
Demostración:
i. X ≤ Fs (W,X) por el lema anterior.
ii. Sea f : X → Y una función continua se debe ver que EW (f) es continua,
en efecto EW (f) : EW (X) → EW (Y ) para esto basta demostrar que
para toda g ∈ s (W,X) la función f ◦ g : W → EW (Y ) es continua.
En efecto sea g ∈ s (W,X) , entonces g : W → X es continua, luego
f ◦ g : W → EW (Y ) es continua, entonces por definición de estructura
final para un sumidero, se tiene que f : SW (X)→ SW (Y ) es continua.
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Observaciones:
1. EW (W ) =W
2. EW (Top) es una categoŕıa topológica. Este concepto se estudiará en el
caṕıtulo 5.
3. EW (Top) ≤ Top y EW (Top) es correflexiva en Top, hecho que se sigue
de la proposición 11.
De manera dual haciendo uso de estructuras iniciales, un espacio topoló-
gico da origen a un coelevador idempotente C.
Definición 20. Sean W y X espacios topológicos en la colección de funciones
continuas f : X → W al olvidar la topoloǵıa de X se tiene la fuente que
notamos:
L (X,W ) =
{
f : X →W | f ∈ [X,W ]Top
}
la estructura inicial para L (X,W ) la notamos IL (X,W ) = X.
De la definición de topoloǵıa inicial para la fuente, se sigue el siguiente lema
Lemma 21. Sean W y X espacios topológicos, entonces,
1. IL (X,W ) ≤ X
2. [X,W ] ∼= [IL (X,W ) ,W ]
Ejemplos
1. Sea N el conjunto de los números naturales, N∞ = N ∪ {∞},
τN∞ = P(N) ∪ {A ∪ {∞} | N\A finito}
La subcategoŕıa plena de Top formada por los espacios secuenciales co-
rresponde a EN∞(Top), por lo tanto, EN∞(Top) es una subcategoŕıa
correflexiva de Top (un espacio X es secuencial si cada subconjunto
secuencial abierto de X es abierto, un subconjunto A ⊆ X es secuen-
cialmente abierto si cada sucesión en X que converge a un punto de
A, esta eventualmente en A, en otras palabras por fuera de A hay un
número finito de elementos de la sucesión).
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2. La subcategoŕıa plena de Top, formada por los espacios completamente
regulares, corresponde a CI(Top), donde I = [0, 1] y CI es el coelevador,
correspondiente a I, de Top en Top. Por lo tanto CR es una subcategoŕıa
reflexiva de Top.
3. Si W = {·} sobre este conjunto se puede definir una única topoloǵıa.
Ahora, la imagen del elevador EW corresponde a la subcategoŕıa plena
de Top formada por los espacios discretos.
4. Si W = {·}, la imagen del coelevador CW corresponde a la subcategoŕıa
plena de Top formada por los espacios con topoloǵıa grosera.
Proposición 22. Sea W espacio topológico. Existe una adjunción entre las
categoŕıas CW (Top) y EW (Top) , más exactamente el funtor
CW : EW (Top) −→ CW (Top)
es adjunto a la izquierda del funtor
EW : CW (Top) −→ EW (Top)
en otras palabras
[CW (X) , Y ] ∼= [X,EW (Y )]
2.4. Elevadores idempotentes a partir de funciones
continuas.
Los elevadores y coelevadores construidos a partir de un espacio topológico
dado, pueden considerarse como construidos a partir de la función identidad
de dicho espacio, como se verá en la proposición 24 . Con esta idea en mente
en esta sección se generaliza este hecho, aśı que los resultados obtenidos son
originales y de carácter más general. La importancia de los resultados de esta
sección, es que de acuerdo con la proposición 23, se generan métodos de con-
strucción de subcategoŕıas correflexivas de Top.
Sea h : W1 → W2 una función continua, para cada espacio topológico X, sea
SX =
{
g :W2 → X; g ∈ [W2, X]Top
}
y sea SX◦h = {g ◦ h :W1 → X; g ∈ SX}
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Consideremos en Top la aplicación Eh que asignan a cada espacio topológico X
el espacio Eh (X) = FSx◦h y a cada función continua f la función Eh (f) = f.
Dada una función f : X → Y, la función f : Eh (X)→ Eh (Y ) resulta continua.
Esto determina el funtor
Eh : Top→ Top
X → Eh (X)
Proposición 23. Ver [22] El funtor Eh : Top → Top es un elevador
idempotente, y por tanto Eh(Top) es una subcategoŕıa correflexiva de Top.
Proposición 24. Para cada espacio topológico W , se cumple
EW = EIW





g :W → X; g ∈ [W,X]Top
}
, entonces,
SX ◦ IW = {g ◦ IW :W → X; g ∈ SX}
= {g :W → X; g ∈ SX} ahora,
FSX◦I =Fs (W,X)
Teorema 25. Si h :W1 →W2 es una función continua, entonces, Fs (W2, X) ≤
FSX◦h, es decir, EW2 (X) ≤ Eh (X) ,
Demostración. Sea SX =
{
g :W2 → X; g ∈ [W2, X]Top
}
y sea
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CORREFLEXIVAS EN LA CATEGORÍA TOP
luego, existe una función continua
∅ : FSx◦h → Fs (W2, X)
y por tanto
Fs (W2, X) ≤ FsX◦h
es decir,
EW2 (X) ≤ Eh (X)




Se considera SX =
{
g :W3 → X; g ∈ [W3, X]Top
}
y sea





−−→ X | f ∈ [W2, X]Top
}
,
entonces, se construye el objeto FSX ◦ h2
Ahora consideremos:





−→ X | g ∈ [W3, X]
}






−−→ X | f ∈ [W3, X]
}




h2◦ h1−−−−→Ws −−→ FSX◦h2◦h1
Figura 9.
por la propiedad universal, existe un morfismo
∅ : FSX◦(h2◦h1) −→ FSX◦h2
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es decir, que
FSX◦h2 ≤ FSX◦(h2◦h1)
Eh2 ≤ Eh2◦h1 (X)
Teorema 27. Sean f, g ∈ [W,W ]Top y A = {f, g}, entonces, A ⊆ [W,W ]Top.
Si consideramos EA el elevador correspondiente al conjunto A, se cumple











−−−→ X | h ∈ [W,X]Top
}
luego existe EA (X) , ahora tenemos






−−→ X | h ∈ [W,X]Top
}
y






−−→ X | h ∈ [W,X]Top
}
entonces, podemos calcular la estructura final para SX ◦ f y SX ◦ g
Ef (X) y Eg (X)
veamos que Ef (X)∩Eg (X) = EA (X), en efecto, primero veamos que EA (X) ≤
Ef (X) ∩ Eg (X) esto se tiene debido a que W
f
−−→ W −→ Ef (X) y W
g
−−→




W −→ EA(X) es decir, la función identidad
id : Ef (X)→ EA (X) es continua, luego, EA (X) ≤ Ef (X) en forma similar
EA (X) ≤ Eg (X), luego
EA (X) ≤ Ef (X) ∩ Eg (X) (2.1)
Veamos ahora que EA (X) ≤ EF (X) ∩ Eg (X) si consideramos el diagrama
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luego, la función identidad id : EA (X) → Ef (X) ∩ Eg (X) es continua, es
decir, que
Ef (X) ∩ Eg (X) ≤ EA (X) (2.2)
De 2.1 y 2.2
Ef (X) ∩ Eg (X) ∼= EA (X)
Corolario 28. Si A es un subconjunto finito de [W,W ]Top, digamos A =
{f1, f2, ..., fn}, entonces, se cumple que
EA (X) ∼= Ef1 (X) ∩ Ef2 (X) ∩ . . . ∩ Efn (X)
Corolario 29. Si A = {f, g} , B = {f} ; A,B ⊆ [W,W ] , B ⊆ A, entonces,
EB (X) ≤ EA (X)
Corolario 30. Si A ⊂ B; A,B ⊆ [W,W ] entonces, EA (X) ≤ EB (X)
Teorema 31. Si g ∈ [W,W ]Top es un homeomorfismo, entonces, Eg (X)
∼=
EW . Por lo tanto, un espacio topológico y cualquiera de sus homeomorfismos






−−→ X | h ∈ [W,X]Top
}
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−−→ X | h ∈ [W,X]Top
}
. Sea Eg (X) la estructura final
para el sumidero, ahora como g es homeomorfismo g−1 = W −→ W es conti-







−−→ X | h ∈ [W,X]
}
sea Eg−1 (X) la estructura final para dicho sumidero. Ahora si consideramos










−−→W −→ X | h ∈ [W,X]
}
,
entonces, Eg◦g−1 (X) = EIw (X) = EW (X) es la estructura final para tal
sumidero.
Eg−1 (X) ≤ Eg◦g−1 (X)
y
Eg (X) ≤ Eg◦g−1 (X)
esto es
Eg−1 (X) ≤ EW (X)
y
Eg (X) ≤ EW (X)
pero se sabe que para toda función continua f : W → W se cumple que
EW ≤ Ef , entonces,
Eg ∼= EW




−−→W | f es isomorfismo
}
1, entonces, Iiso ⊆
[W,W ], luego, existe Eiso y se tiene Eiso ∼= EW





pero por el teorema anterior Ef (X) = EW (X) para todo f ∈ EIso es decir,
que EIso (X)
∼= EW (X)
1En la categoŕıa de los espacios topológicos los isomorfismos corresponden a los homeo-
morfismos
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Teorema 33. Si A = {f, g} ; g es isomorfismo , entonces, EA = Ef , es
decir, EA (X) = Ef (X), para todo espacio topológico X.
Demostración. EA (X) = Ef (X) ∩ Eg (X) pero Eg (X) = EW (X) entonces
EA (X) = Ef (X) ∩ EW (X)
y como EW (X) ≤ Ef (X) entonces la función identidad Ef (X) → EW (X)
es continua, lo cual quiere decir que todo abierto de EW (X) es abierto en
Ef (X) esto significa que
Ef (X) ∩ EW (X) = Ef (X)
por lo tanto
EA (X) ∼= Ef (X)
De manera más general se obtiene la siguiente proposición
Proposición 34. Si A ⊆ [W,W ]Top y Iso ⊆ A entonces, EA = E(A8Iso), es
decir, EA (X) = E(A8Iso) (X), para todo espacio topológico X.
El ejemplo 3 de la página 22 motiva la siguiente proposición, cuya prueba es
inmediata.
Proposición 35. Si f ∈ [W,W ]Top y f es constante, entonces, Ef (X) =
(X,D), donde D es la topoloǵıa discreta
Observación
Si Eg (X) = Ef (X), no necesariamente f = g. En efecto, sean f, g : W →
W funciones constantes de valores w0 y w1 respectivamente, con w0 6= w1.
Entonces, por la proposición 35 Eg (X) = Ef (X) y f 6= g.
Definición 36. Sean f, g ∈ [W,W ]Top, se define f ∼ g ⇔ ∃h homeomorfismo,
tal que f = g ◦ h.
Claramente, esta relación es de equivalencia.
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Proposición 37. Si f ∼ g entonces, Eg ∼= Ef , y por lo tanto, las funciones
f y g generan la misma subcategoŕıa correflexiva de Top.
Demostración. Como f ∼ g existe un homeomorfismo h tal que g = f ◦ h,
entonces, Ef ≤ Ef◦h, es decir, que
Ef ≤ Eg (1)
ahora como g = f ◦ h y h es isomorfismo g ◦h−1 = f por tanto Eg ◦h−1 = Ef
nuevamente usando la propiedad Eg ≤ Eg ◦h−1 = Ef es decir,
Eg ≤ Ef (2)





En este caṕıtulo se muestran nuevas formas de construir subcategoŕıas re-
flexivas y correflexivas, usando una técnica muy particular, como lo es el de
agregar o quitar abiertos a un espacio topológico punteado usando su punto
base. Estas construcciones dan origen a elevadores y coelevadores definidos en
Top∗ y por lo tanto a subcategoŕıas correflexivas y reflexivas de Top∗. Es de
anotar que estas nuevas técnicas, no se pueden utilizar en Top y por lo tanto
ampĺıan la teoŕıa expuesta en [22] y en general en el caṕıtulo anterior. Al final,
se muestra la manera de generalizar los espacios topológicos punteados y por
lo tanto la categoŕıa Top∗
3.1. Algunos métodos de construcción de Subcate-
goŕıas reflexivas y correflexivas en Top∗.
Consideraremos la categoŕıa de los espacios topológicos punteados Top∗, cuyos
objetos son ternas (X, τ , x0), donde X es un conjunto, τ una topoloǵıa sobre
X y x0 ∈ X y un morfismo f entre dos espacios punteados f : (X, τX , x0) −−→
(Y, τ Y , y0) es una función continua y f(x0) = y0, es de anotar que trabajaremos
con una definición un poco más fuerte.
Definición 38. La categoŕıa de los espacios topológicos punteados Top∗,
está definida por:
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1. Los objetos son ternas (X, τ, x0), X es un conjunto, τ una topoloǵıa
sobre X y x0 es un punto de X
2. Los morfismos en Top∗ son funciones f : X −→ Y , continuas y tales
que f−1(y0) = x0
NOTA 1. De la teoŕıa de elevadores y coelevadores expuesta en [22] y tratan-
do de encontrar métodos distintos a los alĺı expuestos, se proponen nuevos
métodos de construcción de elevadores y coelevadores que no usan topoloǵıas
iniciales y finales.
Aqúı es necesario anotar que las nociones de elevador y coelevador en Top∗
son las mismas que las dadas en las definiciones 9 y 12, partiendo en cada
caso de un endofuntor definido en Top∗. Ahora bien, en forma análoga a las
proposiciones 11 y 13 se tiene que la subcategoŕıa plena de Top∗ formada por
los puntos fijos o la imagen de un elevador idempotente definidos en Top∗ es
correflexiva en Top∗ y la subcategoŕıa plena de Top∗ formada por los puntos
fijos o la imagen de un coelevador idempotente definidos en Top∗ es reflexiva
en Top∗.
A continuación se ilustra la manera de ampliar una topoloǵıa agregando nuevos
abiertos, los cuales se construyen agregando el punto base de un espacio
topológico punteado a cada uno de sus abiertos iniciales. En seguida se mues-
tra como esta construcción genera un elevador y por lo tanto una subcategoŕıa
correflexiva de Top∗.
Si (X, τ, x0) es un objeto de Top
∗, se define τ ∗ = τ ∪ {A ∪ {x0} | A ∈ τ}, es
claro que, τ ∗ es una topoloǵıa sobre X.
Proposición 39. La aplicación E : Top∗ → Top∗ definida por E(X, τ, x0) =
(X, τ∗, x0) y E(f) = f es un elevador idempotente. La subcategoŕıa plena de
Top∗, E(Top∗)formada por sus puntos fijos forman una subcategoŕıa corre-
flexiva de Top∗.
Demostración.
1. Si (X, τ, x0) ∈ Top
∗, es claro que (X, τ ∗, x0) ∈ Top
∗
2. Si f : (X, τ, x0)→ (Y, τ, y0) es una función continua veamos que E(f) =
f : (X, τ∗, x0) → (Y, τ
∗, y0) es continua. En efecto, sea A ∈ (Y, τ
∗, y0)
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entonces puede suceder que A ∈ τ o que A = A1∪{y0} , en el primer caso
f−1(A) ∈ (X,x0, τ) pues f es continua , en el segundo caso f
−1(A) =
f−1(A1 ∪ {y0}) = f
−1(A1) ∪ f
−1({y0}) = f
−1(A1) ∪ {x0} ∈ (X,x0, τ
∗)
Luego E : Top∗ → Top∗ es un funtor.
3. Claramente, (X, τ , x0) ≤ E (X, τ , x0)
4. De la definición se obtiene de inmediato que E es idempotente
5. E(Top∗) es una subcategoŕıa correflexiva de Top∗. Aunque este hecho se
sigue de la nota de la sección 3.1, aqúı se hace la prueba particular de
este hecho. En efecto, la función i : (X, τ ∗, x0) −−→ (X, τ , x0) es continua,
ahora, sea (Y,β, y0) un elemento de E(Top
∗) y sea g : (Y,β∗, y0) −−→
(X, τ , x0) una función continua. Entonces, la función g : (Y,β
∗, y0) −−→
(X, τ ∗, x0) definida por g(y) = g(y) es la única que hace el siguiente
diagrama conmutativo












luego, E(Top∗) es una subcategoŕıa correflexiva de Top∗
OBSERVACIONES:
1. Los espacios groseros no son puntos fijos.
2. Si {x0} es abierto , entonces X = X
∗, es decir τ = τ ∗
3. Si {x0} es cerrado, entonces, (X, τ
∗, x0) es no conexo
Proposición 40. Sea (X, τ , x0) un espacio topológico y sea (xn)n∈N una suce-
sión convergente en dicho espacio, entonces, la sucesión (xn)n∈N en (X, τ
∗, x0)
no necesariamente es convergente, como lo muestra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 41. En (R,µ, 0), donde R es el conjunto de los números reales
y µ es la topoloǵıa usual. La sucesión 1
n
converge a 0, 1
n
→ 0. En τ ∗ =
τ ∪ {A ∪ {0} | A ∈ τ} el abierto (−∞, 0) ∪ {0} no contiene elementos de la
sucesión.
Proposición 42. Sean (X,x0, τ) un espacio topológico y (xn)n∈N una suce-
sión que converge a l, l 6= x0, entonces, la sucesión (xn)n∈N en (X,x0, τ
∗) es
también convergente a l
Demostración. Sea V un abierto de τ ∗ tal que l ∈ V debemos encontrar
n0 ∈ N de tal forma que si n ≥ n0 entonces xn ∈ V hay dos posibilidades.
i. Si V ∈ τ puesto que xn converge a l en τ , entonces, existe n0 ∈ N tal que
si n ≥ n0; xn ∈ V
ii. Si V = A ∪ {x0} ;A ∈ τ entonces, l ∈ A y estamos en el caso anterior.
Observaciones
1. Si xn → x0 y (xn) es casi constante, entonces, la proposición es
verdadera, es decir,
(xn → x0) en τ entonces, (xn → x0) en τ
∗
2. Si (xn)n∈N es una sucesión en (X, τ
∗, x0), entonces, (xn)n∈N es
convergente en τ
Teorema 43. Si (X, τ , x0) es conexo y {x0} no es cerrado en τ , entonces,
(X, τ ∗, x0) es conexo.
Demostración. Supongamos que (X, τ ∗, x0) es no conexo, es decir, existen
abiertos N y M tales que N ∪ M = X y N ∩ M = φ como τ ∗ = τ ∪
{A ∪ {x0} | A ∈ τ} , entonces, se tienen los siguientes casos:
1. N , M ∈ τ , en este caso (X, τ , x0) seria no-conexo.
2. N ∈ τ , M = A ∪ {x0} , entonces puede suceder.
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a) x0 ∈ N y x0 /∈ A, entonces N ∩M 6= φ lo cual es imposible.
b) x0 ∈ N y x0 ∈ A y como M = A ∪ {x0} ;N ∩M 6= φ.
c) x0 /∈ N y x0 /∈ A, entonces N ∪M = N ∪ (A ∪ {x0}) = X es
decir, N ∪A = X r {x0} , en este caso X r {x0} es abierto lo cual
es imposible.
Las siguientes dos proposiciones ilustran la manera de reducir una topoloǵıa,
en el sentido de quitar abiertos, eliminando los abiertos que contienen al punto
base de un espacio topológico punteado. En seguida se muestra como esta
construcción genera un coelevador y por lo tanto una subcategoŕıa reflexiva
de Top∗.
Si (X, τ , x0) es un espacio topológico punteado, la colección
τ ∗ = (τ r {A ∈ τ | x0 ∈ A}) ∪ {X}, es una topoloǵıa sobre X.
La prueba de la siguiente proposición es inmediata.
Proposición 44. La aplicación C : Top∗ −−→ Top∗, definida por C (X, τ , x0) =
(X, τ ∗, x0) y C(f) = f , es un coelevador y por tanto la imagen de dicho funtor,
es una subcategoŕıa reflexiva en Top∗.
Proposición 45. Todo espacio topológico punteado (X, τ , x0) se puede sumer-
gir en un espacio topológico conexo.
Demostración. Sea (X, τ , x0) un espacio topológico y se considera (X, τ ∗, x0)
donde τ ∗ = (τ r {A;A ∈ τ ;x0 ∈ A} ) ∪{X} entonces τ ∗ ⊆ τ por tanto
i : (X, τ , x0)→ (X, τ ∗, x0) es continua. Nótese que (X, τ ∗, x0) es conexo, pues
la única forma de obtener X como unión de dos abiertos es que uno de ellos
sea el mismo X.
Proposición 46. Todo espacio topológico punteado se puede sumergir en un
espacio topológico compacto.
Demostración. Sea (X, τ , x0) un espacio topológico. Si consideramos el espacio
topológico (X, τ ∗, x0) donde τ ∗ = (τ r {A ∈ τ | x0 ∈ A}) ∪{X}, entonces,
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como antes τ ∗ ⊆ τ y aśı la función i : (X, , τ , x0) → (X, τ ∗, x0) es continua.
Nótese que ((X, τ ∗, x0)) es un espacio topológico compacto, pues la única
forma de escribir X como unión de abiertos es si uno de ellos es el mismo
espacio X.
Observación
En Top∗ no todo coelevador preserva la disconexión, si C : Top∗ → Top∗ es
un coelevador, entonces, no necesariamente C(Top∗) es disconexo, lo cual se
muestra en el siguiente ejemplo
Ejemplo 47. Se C el coelevador
C : Top∗ −→ Top∗
(X, τ , x0) −→ (X, τ∗, x0)
(X, τ , x0) puede ser disconexo y (X, τ ∗, x0) siempre es conexo.
Para finalizar esta sección se muestra un endofuntor en Top∗ cuya imagen
está formada por espacios que son a la vez compactos y conexos.
Si (X, τ , x0) es un espacio topológico y si X0 = X r {x0}, entonces, τ1 =
{A ∩X0 | A ∈ τ} ∪ {X} es una topoloǵıa sobre X.
Proposición 48. La aplicación F : Top∗ → Top∗, F (X, τ , x0) = (X, τ 1 , x0)
y F (f) = f , es un funtor y por lo tanto la subcategoŕıa plena formada por sus
puntos fijos forman una subcategoŕıa reflexiva en top∗.
Demostración. C : Top∗ −→ Top∗ es un funtor, en efecto,
1. F (X, τ , x0) = (X, τ 1, x0) ∈ Top
∗
2. Ahora sea f : (X, τ , x0)→ (Y, α, y0) una función continua, entonces, f :
(X, τ 1 , x0) → (Y, α1, y0) es continua. En efecto, sea A1 ∈ α, entonces,
A1 = A r {y0} luego, f−1 (Ar {y0}) = f−1 (A) ∩ f−1({y0}c) como f :
(X, τ, x0) → (Y, α, y0) es continua, entonces, f
−1 (A) ∈ τ y f−1 (A) ∩
f−1({y0}
c) = B ∩ {x0}
c = B r {x0}.
Luego, F : Top∗ → Top∗ es un funtor.
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Proposición 49. Si (X, τ , x0) es un espacio topológico, entonces, (X, τ 1 , x0)
es conexo.
Demostración. Sean A,B ∈ τ tales que A1 ∩B1 = φ entonces,
A1 ∪B1 = (Ar {x0}) ∪ (B r {x0})
= (A ∩ {x0}
c) ∪ (B ∩ {x0}
c)
= (A ∪B) ∩ (A ∪ {x0}
c) ∩ ({x0}
c ∪B) ∩ ({x0}
c ∪ {x0}
c)
= (A ∪B) ∩ (Ar {x0}) ∩ (B r {x0}) ∩ {x0}c
= (A ∪B) ∩ {x0}
c
= (A ∪B)r {x0} 6= X
para todo A,B ∈ τ y por tanto X es conexo.
Puesto que todo recubrimiento abierto de X debe contener a {X}, la prueba
de la siguiente proposición es inmediata
Proposición 50. (X, τ 1 , x0) es compacto.
3.2. Una generalización de los espacios topológicos
punteados
Proposición 51. Si (X,τ ) es un espacio topológico X+ = X∪{x1} ; x1 /∈ X
definimos τ ∗ = τ ∪ {A ∪ {x1} | A ∈ τ}, entonces, τ ∗ es una topoloǵıa de X+
1. Como ∅ ∈ τ ∗ y X+ = X ∪ {x1}, entonces, ∅ y X+ ∈ τ ∗
2. Sean C,D ∈ τ ∗ veamos que C ∩ D ∈ τ ∗. en efecto si C,D ∈ τ ∗,
entonces, puede suceder :
a) C,D ∈ τ por tanto C ∩D ∈ τ ⊆ τ ∗
b) C ∈ τ y D = A ∪ {x1}, con A ∈ τ , entonces,
C ∩D = C ∩ (A ∪ {x1})
= (C ∩A) ∪ (C ∩ {x1})
= (C ∩A) ∈ τ
y por tanto C ∩A ∈ τ ∗
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c) Si C = A ∪ {x1} y C = B ∪ {x1} entonces
C ∩D = (A ∪ {x1}) ∩ (B ∪ {x1})
= (A ∩B) ∪ (B ∩ {x1}) ∪ (A ∩ {x1}) ∪ ({x1} ∩ {x1})
= (A ∩B) ∪ {x1} ∈ τ
′
3. Sea {Bα}α∈H una familia de elementos de τ




Bα ∈ τ , de donde
⋃
α∈H
Bα ∈ τ ′. Si para algún α′ ∈ H se
tiene que Bα′ = A ∪ {x1}, A ∈ τ , entonces,
⋃
α∈H
Bα ∈ τ ′
La siguiente proposición es inmediata
Proposición 52. Sean (X, τ ) un espacio topológico y x0, x1 ∈ X, x0 6= x1. Se
define τ ∗∗ = τ ∪τ 0∪τ 1∪τ 2, donde, τ 0 = {A∪{x0} | A ∈ τ}, τ 1 = {A∪{x1} |
A ∈ τ}, τ 2 = {A ∪ {x0, x1} | A ∈ τ}, entonces, τ
′ es una topoloǵıa.
La categoŕıa de los espacios topológicos bipunteados notada Top∗∗, tiene por
objetos a las ternas de la forma (X, τ , {x0, x1}) , x0 6= x1 y un morfismo f entre
dos objetos (X, τ , {x0, x1}) , x0 6= x1 y (Y, α, {y0, y1}) , y0 6= y1 es una función
f : X → Y tal que f : (X, τ ) → (Y, α) es continua, f : {x0, x1} −→ {y0, y1}
es biyectiva y además f−1({y0, y1}) = {x0, x1}
Proposición 53. Si f : (X, τ , {x0, x1})→ (Y, α, {y0, y1}) es un morfismo de
Top∗∗ entonces,
f : (X, τ ∗∗, {x0, x1}) −→ (Y, α
∗∗, {y0, y1}), es continua
Demostración.
i. Si B ∈ α; entonces, f−1 (B) ∈ τ .
ii. Sea C = B ∪ {y0} , B ∈ τ entonces, f
−1(C) = f−1 (B ∪ {y0}) = f
−1 (B) ∪
f−1 {y0} = A ∪ {x0} o f
−1(C) = A ∪ {x1} .
iii. Si C = B ∪ {y1} , B ∈ τ , entonces, f
−1(C) = f−1 (B ∪ {y1}) = f
−1 (B) ∪
f−1 {y1} = A ∪ {x0} o f
−1(C) = A ∪ {x1} .
iv. Si C = B ∪ {y0, y1}, B ∈ τ . Entonces, f
−1(C) = f−1 (B ∪ {y0, y1}) =
f−1 (B) ∪ f−1 (B ∪ {y0, y1}) = A ∪ {x0,x1}
38
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es decir, f es continua.
En forma análoga a como se hizo en Top∗ se definen elevadores y coelevadores
en Top∗∗, de igual manera los puntos fijos de elevadores y coelevadores idem-
potentes de Top∗ dan origen a subcategoŕıas correflexivas y reflexivas de Top∗∗
respectivamente
Proposición 54. La aplicación E : Top∗∗ −→ Top∗∗ definida por E (X, τ, {x0, x1}) =
(X, τ∗∗, {x0, x1}) y E(f) = f , es un elevador y E(Top
∗∗) es correflexiva en
Top∗∗
Demostración. de las proposiciones 52 y 53 y el hecho que τ ⊆ τ ∗∗ se tiene
que E es un elevador idempotente y que E(Top∗∗) es correflexiva de Top∗∗
A continuación consideramos conjuntos con un subconjunto distinguido, es
decir, parejas de la forma (X,A) donde X es un conjunto y A un subconjunto
finito de X.
NOTA 2. Si (X,τ ) es un espacio topológico y A ⊆ X, entonces,
τA = {C ∪ E | C ∈ τ , y, E ∈ P(A)}
Claramente τA es una topoloǵıa sobre X.
Si (X,τ ) es un espacio topológico y B ⊂ X, se define el conjunto τ E = {A∪E |
E ∈ P(B), y, A ∈ τ}, entonces, τ ′ =
⋃
E∈P(B)
τE , es una topoloǵıa sobre X.
Definición 55. Sea n un entero positivo. La categoŕıa Conj n, tiene por ob-
jetos a las parejas de la forma (X,A), donde, X es un conjunto y A ⊂ X, de
cardinal n, esto es |A| = n. Los morfismos entre dos objetos (X,A) y (Y,B),
son funciones f : X −→ Y , tal que f−1 (B) = A y f |A : X −→ B, es biyectiva.
Definición 56. Sea n un entero positivo, la categoŕıa Topn tiene por objetos
a las ternas de la forma (X, τ , A) donde X es un conjunto, τ una topoloǵıa
sobre X y A un subconjunto finito de X, de cardinal n, |A| = n. Los morfismos
entre dos objetos (X, τ , A), (Y,α, B) son funciones f : X −→ Y , tal que f es
continua, f−1 (B) = A y f |A : X −→ B es biyectiva.
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En forma análoga a como se hizo en Top∗, se definen elevadores y coelevadores
en Topn y de igual manera los puntos fijos de elevadores y coelevadores idem-
potentes en Top∗ dan origen a subcategoŕıas correflexivas y reflexivas de Topn
respectivamente
Proposición 57. Sobre Topn se define la aplicación E : Topn → Topn de la
siguiente forma:





τA = {C ∪ E | C ∈ τ , y, E ∈ P(A)}
y E(f) = f . Entonces, E es un funtor, elevador idempotente y E(Top n) es
correflexiva en Top n.
Demostración.
i. La aplicación E : Top n → Top n es claramente una aplicación entre
objetos.
ii. Sea (X, τ , A)
f
−−→ (Y, α,B) un morfismo en Top n, es decir, f : X → Y










es continua, en efecto.
Sea D ∈ αB, entonces, D ∈ α, ó, D = C ∪ E, C ∈ α y E ⊆ B
f−1 (D) ∈ τ si D ∈ α
ahora, si D = C ∪ E, entonces,
f−1 (C ∪ E) = f−1 (C) ∪ f−1 (E) ∈ τA
pues f−1(C) ∈ τ y f−1(E) ∈ P(A)
iii. Puesto que claramente E es elevador idempotente, se tiene que, E(Topn)
es una subcategoŕıa correflexiva de Topn.
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3.3. Espacios exteriores
La categoŕıa formada por los espacios topológicos y funciones propias determi-
nan la categoŕıa propia, la que ha resultado útil para el estudio de los espacios
no compactos y su homotoṕıa propia. En [5] presentan la categoŕıa de los es-
pacios exteriores E como una extensión de la categoŕıa propia y una potente
herramienta para el estudio de los espacios no compactos. En particular, en
[5] se muestra que E es una categoŕıa equivalente a una subcategoŕıa de los es-
pacios punteados en donde los puntos son cerrados. En esta parte del trabajo,
consideramos importante citar estos resultados.
Definición 58. [5] Una externoloǵıa sobre un espacio topológico (X, τ ) es una
colección no-vaćıa ε de subconjuntos abiertos, es decir, ε ⊆ τ que satisface
las siguientes propiedades:
i. Si E1, E2 ∈ ε, entonces, E1 ∩ E2 ∈ ε,
ii. Si E ∈ ε, U ∈ τ y E ⊆ U, entonces, U ∈ ε
Los elementos de ε se llaman abiertos-externos, o ε − abiertos. Un espacio
exterior es una terna (X, ε, τ ) , donde X es un conjunto, τ es una topoloǵıa
sobre X, y ε es una externoloǵıa sobre X.
Definición 59. [5] Se define la categoŕıa de los espacios exteriores E. Los
objetos de esta categoŕıa son ternas de la forma (X, ε, τ ), donde τ es una





) y (Y, ε
Y
, τY ) son funciones f : X → Y tales que
i. f : (X, τX) → (Y, τY ) son continuas.
ii. f : (X, εX)→ (Y, εY ) es tal que f
−1 (A) ∈ εX si A ∈ εY
Definición 60. [5] Dado un espacio exterior (X, ε, τ) se determina un espacio
topológico (X, τ∞) donde τ∞ = τ ∪{A ∪ {∞} | A ∈ ε}, nótese que {∞} es ce-
rrado, ∞ es un elemento que no está en X
Ahora, dado un morfismo f : (X, εx, τx, ) → (Y, εY , τY ) en E, la función
f : (X, τ∞X ) −→ (Y, τ
∞
Y ) resulta continua. Por lo tanto se ha determinado un
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funtor F : E −→ Top, ver [5], la imagen de F , la notaremos Top∞. Cada
espacio (X, τ∞) se puede ver como un objeto de la categoŕıa Top∗, lo cual se
demuestra a continuación
Proposición 61. Ver [5] Top∞ es una subcategoŕıa de Top∗ cuando {x0} es
cerrado.
Demostración. Sea (X, τ ) y consideremosX0 = Xr{x0} y τX0 = {Ar {x0} | A ∈ τX} ,
entonces, X∞0 = X0 ∪ {∞}
τX∞0 = {Ar {x0} ∪ {∞} | A ∈ τX}
entonces, (X∞0 ,∞) ≡ (X,x0) ∈ Top
∞ es decir, que todo elemento (X∞0 ,∞)
se puede ver como elemento de Top∗ (La idea central es en Top∗ quitar el punto
distinguido y despúes pegarle el punto ∞ , la identificación de (X∞0 ,∞) con
(X,x0) es via el isomorfismo






x si x ∈ X0
∞ si x = x0
Si (X, εX , τX) es un espacio exterior, y∞ /∈ X, τ
∞ = τ∪{A ∪ {∞} | A ∈ εX}
Proposición 62. [5] La categoŕıa de los espacios exteriores E es equivalente
a la categoŕıa Top∞.
Demostración. Ya se probó que ()∞ : E −→ Top∞ es un funtor. Ahora, sea
(X, τ , x0) un objeto de Top
∗, tal que, {x0} es cerrado
se define el funtor: F : Top∗ → E, aśı: F (X, τ , x0) = (X r {x0} , εX , τX)
donde
τX = {Ar {x0} | A ∈ τX}
εX = {Ar {x0} | x0 ∈ A; A ∈ τX}




de Top* en Topos de Prehaces
4.1. Haces de conjuntos sobre un espacio topológico
La teoŕıa de haces proporciona un lenguaje para la discusión en geometŕıa en
diferentes formas, por ejemplo la geometŕıa algebráica y la geometŕıa diferen-
cial en el estudio del comportamiento global tomando como punto de partida
el comportamiento local
Esta sección toma como base [20] y [36]
Definición 63. [19]
Sea C una categoŕıa pequeña, un prehaz sobre C es un funtor F : Cop −→ Conj.
La categoŕıa ConjC
op
, tiene por objetos a los prehaces de conjuntos sobre la
categoŕıa C y por morfismos a las transformaciones naturales. De esta for-
ma, la categoŕıa ConjC
op
es un topos1. Un topos de Grothendieck es un topos
equivalente a uno de la forma ConjC
op
. Un caso particular es el que se describe
a continuación.
Ejemplo 64. Dado un espacio topológico (X, τ ). Al considerar como obje-
tos a los elementos de τ y como morfismos las contenencias se determina la
1Un topos es una categoŕıa que tiene ĺımites finitos, exponenciación, y clasificador de
subobjetos [19].
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categoŕıa que notamos τ , por acoso del lenguaje, en tal caso se determina la
categoŕıa de los prehaces de (X, τ ) y que se nota setτ
op
, la subcategoŕıa plena
de setτ
op
notada Sh(X) cuyos objetos se les denomina haces, está formada
por los prehaces que satisfacen las siguientes condiciones:
1. Si {ui}i∈I es un recubrimiento abierto de U si s y s




(s), entonces, s = s′.
donde F es un funtor F : τ op −→ Sets y ρuui : F (U) −→ F (Ui) es una
función.
2. Si {Ui}i∈I es un cubrimiento abierto de U y si {si}i∈I es una familia de
secciones de F (elementos de F (U)), tal que si ∈ F (Ui) para cada i. Y
además
ρuiui∩uj (si) = ρ
uj




Note que Sh(X) es una subcategoŕıa reflexiva de setτ
op
. (Ver [19] y [36]).
Ahora bien, dada una categoŕıa C, para cada objeto A de C se determina la
categoŕıa Coma denotada C/A de las flechas de C que llegan a A, cuyos objetos
son parejas de la forma (B, f), donde B es un objeto de C y f un morfismo








esto es , un morfismo h entre dos objetos (B, f) y (C, g) es un morfismo
h : B −→ C tal que g ◦ h = f . Si en particular C es un topos, C/A es un
topos, resultado debido a Freyd, [8]. Ahora bien, Top no es un topos, pues
como se verá en el capitulo 5, Top no tiene exponenciación. Entonces, dado
un espacio topológico X, no se podŕıa deducir que Top/X es un topos. Sin
embargo al imponer condiciones sobre los objetos de Top/X, se determina un
topos equivalente a Sh(X). Veamos este hecho con un poco más de precisión.
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Sea X un espacio topológico, se determina la categoŕıa Top/X, cuyos obje-
tos son pares (E, p) donde E es un espacio topológico y p : E −→ X es un
homeomorfismo local 2, los morfismos de esta categoŕıa son funciones continu-
as f : (E, p) −→ (E ′, p′) que satisfacen p′ ◦ f = p. Top/X es equivalente a la
categoŕıa Sh(X). (Ver [19] y [36]).
4.2. Otra forma de asociar un topos de prehaces a
un espacio topológico.
4.2.1. Topos de M conjuntos
Dado un monoide M se determina la categoŕıa C, formada por un solo objeto
{∗} y cuyos morfismos son los elementos de M , la ley de composición entre
los morfismos está dada por la operación de M . En tal caso se determina el
topos de prehaces que notamos SetM .
Si M es un monoide, es decir, una terna (M, ◦, e) con identidad e y cuya
operación binaria es ◦, un conjunto X es un M − Conjunto si sobre él hay
establecida una acción (λ) a derecha
λ : X ×M −→ X
(x, f) 7−→ xλf
que verifica las siguientes condiciones:
i)xλe = x ii)xλ(f ◦ g) = (xλf)λg
para todos x ∈ X y f, g ∈M .
Una M −Aplicacion entre dos M −Conjuntos (X,λ) , (Y, β) es una función
H : X −→ Y que satisface H(xλ(f)) = H(x)βf .
La categoŕıa cuyos objetos son parejas (X,λ) donde X es un conjunto i λ es
una acción a derecha de un monoideM sobreX y cuyos morfismosH entre dos
objetos (X,λ) y (Y, β) son las M−maps descritas anteriormente, la notamos
M − sets y es equivalente al topos de prehaces setM .
2p es homeomorfismo local si cada vecindad abierta de e ∈ E es aplicada homeomórfica-
mente en un abierto de X
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Ahora,M es una categoŕıa pequeña en forma habitual, por lo tanto setM es un
topos de Grothendieck. A continuación veremos la manera de sumergir algunas
subcategoŕıas de Top generadas por elevadores en topos de M−conjuntos.
Si consideramos Top∗ la categoŕıa descrita en el capitulo 3 de los espacios
topológicos punteados, identificamos (X,τX , x0) = X∗ si no es necesario re-
saltar el punto base y la topoloǵıa ya descrita.
SeaW∗ un objeto en Top∗, entonces, [W∗,W∗] con la composición de funciones
continuas es un monoide.
4.2.2. Inmersión de Subcategoŕıas correflexivas de Top y Top∗
en un topos de Prehaces
Dado un espacio topológicoW , este determina un elevador EW , de tal manera,
que la subcategoŕıa plena de Top, formada por sus puntos fijos, que hemos
notado EW , es una subcategoŕıa correflexiva de Top. En [22] se muestra la
manera de sumergir EW en un topos de M−conjuntos. En la presente sección
se amplia esta teoŕıa produciendo resultados originales, tomando como punto
de partida la categoŕıa Top∗.
Definición 65. Sea F : C −→ D un funtor. Se dice que F es fiel, si para todo
par de morfismos f ,g : X −→ Y de C tales que F (f) = F (g), se tiene que
f = g. Se dice que F es pleno, si para todo par de objetos X, Y de C y todo
morfismo k : X −→ Y existe un morfismo k : X −→ Y, tal que F (k) = k.
Sea W∗ ∈ ObjTop∗, consideramos el conjunto de todas las funciones continuas
f : W∗ −→W∗ que adicionalmente cumplen f−1(wo) = wo. Entonces, [W∗,W∗]
con la composición de funciones continuas es un monoide que notamosMW∗ =
[W∗,W∗]Top∗ . El topos determinado por MW∗ , lo notamos EW∗ .
Dado un espacio W ∗ en Top∗ de manera natural se determina una inmersión
de Top∗ en el topos EW∗ . En efecto cada espacio X∗ de Top∗ se interpreta en
EW∗ como el M−conjunto [W∗,X∗]
Top∗ −→ EW∗
X∗ 7−→ [W∗,X∗]
en donde [W∗,W∗] actúa por composición
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◦ : [W∗,X∗]×MW∗ −→ [W∗,X∗]Top∗
(f, g) 7−→ f ◦ g
y cada función continua f : X∗ −→ Y∗ se interpreta como la M − aplicacion
f̄ : [W∗,X∗] −→ [W∗,Y∗]
h 7−→ f̄(h) := f ◦ h
Para cada espacio topológico punteado X∗ y su identidad iX∗ : X∗ −→ X∗ se
tiene que ī : [W∗,X∗] −→ [W∗,X∗] es la identidad de [W∗,X∗] en EW∗ .
Ahora, si f : X∗ −→ Y∗ y g : Y∗ −→ Z∗ son dos funciones continuas se cumple
que g ◦ f = g ◦ f , luego, de las últimas construcciones se determina el funtor
ΣW ∗ : Top
∗ −→ EW∗
X∗ 7−→ ΣW ∗(X∗) = [W∗,X∗]Top∗
y ΣW ∗(f) := f




ΣW ∗ : EW∗(Top
∗) −→ EW∗
En general, este funtor no es fiel, para W∗ como el espacio de Sierpinsky
({0, 1}, {{0, 1}, ø, {0}}, 1). Ahora, consideremos el espacio R∗, con (R, µ, 0),
donde R es el conjunto de los números reales, µ la topoloǵıa usual. Las fun-
ciones f : R∗ −→ R∗ definida por f(x) = x y g : R∗ −→ R∗ definida por
g(x) = 2x son morfismos en esta categoŕıa. Nótese que no hay morfismos de
W∗ en R∗, aśı que, [W∗,R∗] = ø. El único morfismo del m-conjunto ø es la
identidad y EW∗(f) = EW∗(g) = 1ø y f 6= g.
Observación
Puesto que en general, el funtor
∑




∗) como una subcategoŕıa reflexiva de EW∗ ; hecho que śı sucede
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cuando se trabaja en Top, [22].
A continuación el objetivo en esta parte del trabajo, es hallar condiciones
sobre W∗, de tal manera que la inmersión
∑
W∗ sea fiel y pleno. Para esto se
hace necesario describir las funciones constantes de Top∗ e imponer condiciones
sobre el punto base, pues como se verá, serán la clave para conseguir el objetivo
propuesto
Funciones constantes continuas en Top∗
En esta sección consideraremos la subcategoŕıa plena de Top∗, que notaremos
Top∗AC cuyos objetos son espacios punteados, donde el punto base es abierto
y cerrado.
Si (X, τ, x0) y (Y, α, y0) son dos espacios topológicos punteados. Una función





y0 si x = xo
y1 si x 6= xo, y y1 ∈ Y, y1 6= y0
f definida de esta forma es continua (notese que si |x| > 1, se debe tener
|y| > 1). En efecto sea B ∈ α, tal que yo ∈ B. Entonces, f
−1(B) = {xo} si
y1 /∈ B y f
−1(B) = X si y1 ∈ B. Ahora si yo /∈ B y y1 ∈ B, f
−1(B) = X−{xo}.
Si y1 /∈ B f
−1(B) = ∅, entonces, la función f aśı definida es continua. Notese
que no existe función constante de valor yo.
Si consideramos el funtor EW∗ : Top∗AC −→ Top
∗
AC , entonces, se tiene el
siguiente teorema




AC) −→ EW∗ es fiel y pleno.
Demostración. Veamos que ΣW∗ es fiel. Sean f , g : X∗ −→ Y∗ dos funciones
continuas, si f = g, entonces para cada x ∈ X∗ x 6= xo tenemos la función
constante hx : W∗ −→ X∗ hx(w) = x, w 6= wo, esta función hx cumple que
f(hx) = g(hx) de donde f(x) = g(x) esto es f = g.
Veamos ahora, queΣW∗ es pleno. Tomemos X∗,Y∗ dos espacios topológicos y
α : [W∗,X∗]Top −→ [W∗,Y∗]Top una M − aplicacion. Para cada w ∈W∗, w 6=
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w si w 6= wo
wo si w = wo





x si w 6= wo
xo si w = wo
Los elementos constantes en los M − conjuntos [W∗,X∗]Top corresponden a
las funciones constantes. En efecto si α es una M −map, α preserva los ele-
mentos constantes, entonces se determina el morfismo α : X∗ −→ Y∗ definido
por α(x) := (αfx)(w)




= α fh(w)(w) = α(h ◦ γW)(w) =
(α ◦ h ◦ γW)(w) = α h(w), luego α h = α ◦ h.
Finalmente, si X∗ ∈ EW∗(Top∗) y f ∈ [W∗,X∗]Top α(f) ∈ [W∗,Y∗]Top por








por lo tanto, ΣW∗ es pleno.
Teorema 67. Sea W∗ un objeto de Top∗AC . Entonces, la categoŕıa EW∗(Top∗AC)
es isomorfa a una subcategoŕıa plena de EW∗.
Demostración. Sea C la subcategoŕıa plena de EW∗ formada por los M −
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Observación
Finalmente, se ha probado que si W∗ ∈ Top∗AC , el funtor ΣW∗ es fiel y pleno,
con lo cual se puede interpretar a EW∗(Top∗AC) como una subcategoŕıa plena
de EW∗ .
4.3. Una nota relacionada con topos geométricos
asociados a espacios punteados A- compactos
Los topos geométricos se definen en [22] y aparecen como aquellos topos de
M− conjuntos, definidos a partir de monoides determinados por los endomor-
fismos de un espacio topológico en donde al interpretar un espacio topológico
en el topos, las acciones resultan continuas, con respecto a la topoloǵıa del
producto tensorial. En esta sección se muestran ejemplos de topos geométri-
cos asociados a objetos A−compactos de Top∗, en otras palabras espacios
topológicos punteados en donde cada subespacio abierto es compacto.
4.3.1. El producto tensorial en categoŕıas fibradas sobre con-
juntos
Definición 68. Ver [2] Sea C una categoŕıa fibrada sobre la categoŕıa de los
conjuntos, es decir, intuitivamente los objetos de C son conjuntos con alguna
estructura y los morfismos son funciones que respetan la estructura y sean
X,Y y Z objetos de C. Se dice que una función f : X × Y −−→ Z es un
bimorfismo, si las funciones fx : Y −−→ Z, fx(y) := f(x, y) y fy : X −−→ Z,
fy(x) := f(x, y), son morfismos de la categoŕıa C
Definición 69. Ver [2] Sean X y Y dos objetos de la categoŕıa C. Una pareja
(Z, f) donde Z y f son respectivamente, un objeto y un morfismo en C. Un
bimorfismo f : X × Y −−→ Z es un producto tensorial de X y Y , si para
cualquier otra pareja (W, g) tal que g : X × Y −−→ W , W ∈ obj C, existe un
único morfismo φ : Z −−→W , tal que, φ ◦ f = g.




Se dice que una categoŕıa C tiene productos tensoriales, si para cualquier par
de objetos X,Y de C existe X
⊗
Y en la categoŕıa.
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4.3.2. El producto tensorial en Top
Esta discusión toma como base [2].
Sean (X,α) y (Y, β) dos objetos de Top. Si consideramos el funtor O : Top −−→
Conj, por la proposición anterior, el producto tensorial de X y Y existe y
está dado por la pareja (X
⊗
Y, i), donde, X
⊗
Y es el espacio topológico con
conjunto subyacente X × Y y una topoloǵıa Γ determinada de la siguiente
forma: se sabe que i : X × Y −−→ X × Y es un bimorfismo, U ∈ Γ, si y
solo si, para cada x ∈ X y cada y ∈ Y , i−1x (U) = {y | (x, y) ∈ U} ∈ α y
i−1y (U) = {x | (x, y) ∈ U} ∈ β, entonces, la pareja (X
⊗
Y, i) = [(X
⊗
Y,Γ), i]
es el producto tensorial de los espacios topológicos (X,α) y (Y, β).
4.3.3. Topos geométricos
Sea M un monoide topológico. Se determina el topos de M−conjuntos EM .
Un M−conjunto X con la acción α determina un sumidero {αx : M −−→
X}x∈X , donde, αx(m) := xαm, si se considera Fαx la topoloǵıa final para
este sumidero, entonces, αx resulta continua para cada x ∈ X y por tanto
α : X × M −−→ X resulta continua con respecto a la topoloǵıa producto
tensorial. Si f : X −−→ Y es una M−aplicación, entonces, f : X −−→ Y resulta
continua. En efecto, sean α y β las acciones deM sobreX y Y respectivamente.
Basta demostrar que para cada x ∈ X, la función f ◦αx :M −−→ Y es continua.
Observamos que f ◦ αx = βf(x) y βf(x) es continua. Entonces, por definición
de estructura final para un sumidero se tiene que f : X −−→ Y es continua y
por tanto se ha determinado el funtor
T : EM −−→ Top (4.1)
donde T (X) = X = Fαx ; T (f) = f , además T (M) =M .
Ahora, si X es un M−conjunto α : X ×M −−→ X la acción correspondiente.
Veamos que la función α : X
⊗
M −−→ X es continua. Por la propiedad
universal del producto tensorial, es suficiente probar que α : X ×M −−→ X
es un bimorfismo en Top. Consideremos las familias de funciones
{αx :M −−→ X}x∈X ; {αm : X −−→ X}m∈M
definidas de manera natural o a través de α
Notese, que de la forma como se construyó a Fαx = X; las funciones αx :
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M −−→ X son continuas. Ahora, sea m ∈ M , veamos que αm : X −−→ X es
continua, para lo cual es suficiente probar que para cada x ∈ X, αm ◦ αx :
X −−→ X es continua, αm ◦ αx = αx◦m es continua, pues x ◦ m ∈ X y X
tiene la topoloǵıa final, por lo tanto, cada función αm : X −−→ X es continua.
Entonces, X ×M −−→ X es un bimorfismo y por tanto α : X
⊗
M −−→ X es
continua.
Definición 70. Ver [22] Sea E un Topos, G : E −→ Top un funtor y M
un monoide topológico. Se dice que E es un (G − M)−Topos geométrico o
simplemente un Topos geométrico (cuando no haya lugar a confusión), si existe
una equivalencia de categoŕıas F : EM −→ E, tal que G ◦ F = T (siendo
T : EM −→ Top el funtor descrito en 4.1)
Sean X y Y espacios topológicos. Sea C la colección de subconjuntos com-
pactos de X y A la colección de los subconjuntos abiertos de Y . Sean S ∈ C,
A ∈ A y [S,A] = {f ∈ [X,Y ]Top | f(S) ⊂ A}.
La topoloǵıa τ sobre [X,Y ]Top generada por la familia S = {[S,A] | S ∈
C, A ∈ A}, se le llama la topoloǵıa compacto abierta sobre [X,Y ]Top. En tal
caso S, es una subbase para τ . [38]
Definición 71. Un espacio topológico W es A−compacto, si sus subespacios
abiertos son compactos
Proposición 72. Ver [22] Sea W un espacio A-compacto. Si [W,W ]Top tiene
la topoloǵıa compacto abierta α, entonces ([W,W ]Top, ◦, α) es un monoide
topológico
Ejemplo 73.
SeaW ∗ un espacio topológico punteado, con la topoloǵıa Cof ∗, donde Cof∗ =
Cof ∪ {A ∪ {w0} | A ∈ Cof}. Cof es la topoloǵıa de los complementarios
finitos. Notese que Cof∗ = Cof ∪ {w0}, es decir, el único abierto adiciona-
do es el punto base {w0}. Entonces, W
∗ es A−compacto, por lo tanto, el
monoide [W ∗,W ∗]Top, dotado de la topoloǵıa compacto abierta α, hace de
(
[W ∗,W ∗]Top, α
)
un monoide topológico. Por lo tanto, EW ∗ es un Topos geo-
métrico.
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, donde α es la
topoloǵıa de los complementarios finitos, es un monoide topológico con la
topoloǵıa compacto abierta definida sobre [N∗,N∗]Top∗ , luego EN∗ es un Topos
geométrico.
Entonces, dado un espacio topológico (X∗, τ), el espacio de funciones continuas
[N∗,X∗]Top en el topos EN∗ queda dotado de una topoloǵıa, de manera que la
acción
[N∗,X∗]× [N∗,N∗]Top∗ −−→ [N∗,X∗]Top∗
es continua respecto a la topoloǵıa del producto tensorial.
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Las ideas expuestas en los Caṕıtulos 2 y 3, acerca de la construcción de subcate-
goŕıas reflexivas y correflexivas puede extenderse en contextos más generales,
con un poco más de precisión en categoŕıas topológicas. La esencia de una
categoŕıa topológica es que, como en los espacios topológicos, existan las no-
ciones de estructuras iniciales y estructuras finales, ideas que generalizan las
nociones de topoloǵıa inicial y final. En particular en este Caṕıtulo, se mues-
tra, siguiendo a [22] como las nociones de elevador y coelevador cobran sentido
en categoŕıas topológicas y como bajo ciertas consideraciones sus puntos fijos
dan origen a categoŕıas correflexivas y reflexivas respectivamente En particu-
lar, se muestran que categoŕıas conocidas, como las de los espacios Uniformes
y espacios de Proximidad se obtienen mediante los métodos aqúı expuestos.
En este Caṕıtulo se estudian otras formas de construcción de categoŕıas re-
flexivas y correflexivas a través de elevadores y coelevadores de estructura.
5.1. Conceptos básicos en topoloǵıa categórica
Definición 74. Ver [2] Sea F : C → D un funtor. Se dice que F es un funtor
topológico y que C es una categoŕıa topológica relativa a F y D, si se cumplen
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las siguientes condiciones
1. F es fiel
2. F es apto para construir estructuras iniciales y finales de fuentes y sum-
ideros unitarios.
3. Para cada objeto X de D, la fibra Fib(X) tiene estructura de ret́ıculo
completo
Cuando no haya lugar a confusión, nos referiremos a la categoŕıa topológica
C sin mencionar al funtor F y a la categoŕıa D. En otras ocasiones, diremos
que C es una categoŕıa topológica sobre D fibrada a través de F .
Con el fin de introducirnos en el tema, aclaremos los conceptos involucrados
en la noción de categoŕıa topológica y de uso frecuente en el desarrollo de
trabajo.
Para facilitar la comprensión de algunas definiciones y resultados los objetos y
morfismos de una categoŕıa topológica los notaremos en negrilla y su imagen
por el funtor lo escribiremos sin negrilla. Por ejemplo, en la categoŕıa de los
espacios topológicos f : X −−→ Y simboliza una función continua y f : X −−→
Y su función correspondiente en la categoŕıa de los conjuntos.
Definición 75. Sea F : C → D un funtor, sea f : X → Y un morfismo
en C se dice que f cumple la propiedad universal inicial (a izquierda) si para
todo Z ∈ Obj C y todo morfismo g : Z → X para el cual existe un morfismo
h : Z → Y con F (h) = (f ◦ g), existe un morfismo g : Z → X, de tal forma
que, F (g) = g; f ◦ g = h. El siguiente diagrama ilustra la definición
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Definición 76. Sea F : C → P un funtor, un morfismo f : X → Y en
P es apto para construir estructuras iniciales de sumideros unitarios, si para
todo Y ∈ Obj C, con F (Y) = Y , existe un objeto X ∈ Obj C y un morfismo
f : X → Y de tal forma que f (X) = X y F (f) = f y tal que f cumple la
propiedad universal a izquierda.
Definición 77. Un funtor F : C → P es apto para construir estructuras
iniciales de fuentes unitarias, si para todo morfismo f de P es apto para
construir estructuras iniciales.
Definición 78. Sea F : C → P un funtor topológico, un sumidero relativo
a F esta formado por una familia {fi : Xi → Y }i∈I junto con una fami-
lia {Xi}i∈I , tal que F (Xi) = Xi para todo i ∈ I. El sumidero lo notamos
{fi : Xi → Y }i∈I . Una estructura final para dicho sumidero es un objeto Y ∈
Obj C junto con una familia {fi : Xi → Y}i∈I de tal forma que
1. F (fi) = fi para todo i ∈ I
2. Para todo Z ∈ Obj C y todo morfismo g : Y → Z para la cual existe una
familia {hi : Xi → Z}i∈I con F (hi) = g ◦ fi para todo i ∈ I existe un
morfismo g : Y → Z, tal que F (g) = g; g ◦ fi = hi para todo i ∈ I
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De manera dual se definen fuente y estructura inicial para una fuente.
Sea X un objeto de P. Notemos con Fib(X) la colección de los objetos X de
C, tales que F (X) = X. En Fib(X) se define la relación “≤” aśı: Dados X1
y X2 en Fib(X), se dice que X1 ≤ X2, si y solamente si, existe un morfismo
f : X2 −→ X1 tal que F (f) = 1X . A la pareja (Fib(X),≤) se le llama la fibra
de X y algunas veces se notará simplemente Fib(X).
Observación:
Sea F : C −→ P un funtor. Para cada objeto X de P la relación “≤” definida en
Fib(X) es reflexiva y transitiva. Para que (Fib(X),≤) sea una clase ordenada
se requiere que F sea fuertemente fiel, es decir, que para todo isomorfismo f
tal que F (f) = 1X , f sea una identidad de C.
Definición 79. Sea P una categoŕıa. Una categoŕıa concreta sobre P es un
par (C, F ) donde C es una categoŕıa y F : C → P un funtor fiel a F se le
llama el funtor olvido de la categoŕıa concreta C, y a P se le llama la categoŕıa
base para (C, F )
* Una categoŕıa concreta sobre Conj. se le llama constructo.
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* Si (C, F ) y (B, G) son dos categoŕıa concretas sobre P, un funtor concreto









Un constructo puede interpretarse como una categoŕıa C cuyos objetos son
conjuntos estructurados, es decir pares (X,α) done X es un conjunto y α
es una C − estructura sobre X y cuyos morfismos f : (X,α) −→ (Y, β) son
funciones que preservan las estructuras. Tal interpretación se sigue de [30] y
además corresponde a la definición de categoŕıa concreta dada en [2].
Definición 80. Se dice que C es un constructo topológico si se satisfacen las
siguientes condiciones:
1. C es una categoŕıa topológica fibrada sobre la categoŕıa de los conjuntos.
2. Sobre un conjunto unitario hay una única C − estructura.
Ejemplos
1. La categoŕıa de los espacios topológicos es una categoŕıa topológica fi-
brada sobre la categoŕıa de los conjuntos a través del funtor olvido.
2. La categoŕıa de los espacios Completamente Regulares es una categoŕıa
topológica y una subcategoŕıa correflexiva de Top, lo cual se verá en la
sección 5.3
3. La categoŕıa de los espacios Uniformes es una categoŕıa topológica, lo
cual se verá en la sección 5.3.
4. La categoŕıa de los espacios de Proximidad es una categoŕıa topológica,
lo cual se verá en la sección 5.4.
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5. La categoŕıa de los espacios Pretopológicos es una categoŕıa topológica
y es una subcategoŕıa reflexiva de top, ver sección 5.2.2.
6. La categoŕıa de los espacios Pseudotopológicos es una categoŕıa topológi-
ca y es una subcategoŕıa reflexiva de Pretopológicos, ver sección 5.2.3
Las siguientes dos proposiciones y el corolario, son tres ejemplos adicionales
Proposición 81. Top∗ es una categoŕıa topológica.
Demostración. Se define el funtor olvido
F : Top∗ −→ Conj∗
X∗ 7−→ X∗
donde X∗ = (X, τ, x0) y X∗ = (X,x0). Sea f : X∗ −→ Y ∗ una función y sea
Y∗ un elemento en Top∗ tal que F (Y∗) = Y ∗ se construye sobre el conjunto
(X,xo) la topoloǵıa α = {f
−1(B) | B ∈ Y∗} y f−1(yo) = xo; entonces X∗ es
un objeto de Top∗y la aplicación f̄ : X∗ −→ Y∗ definida por f̄(x) := f(x) es
continua. Supongamos que Z∗ ∈ Top∗ y sea g : Z∗ −→ X∗ de tal forma que el
morfismo g ◦ f : Z∗ −→ Y∗ está en Top∗ y además que F (g ◦ f) = g ◦ f .
Veamos que g : Z∗ −→ X∗ está en Top∗, sea c ∈ α, entonces c = f−1(B) para
algún objeto B ∈ Y∗ veamos que g−1(c) ∈ Z∗




= (f ◦ g)−1(B) como f ◦ g es continua g−1(c)
es abierto luego g es un morfismo en Top∗. En forma similar se prueba que
todo morfismo h ∈ Conj∗ es apto para construir estructuras finales. Además









(X,xo, G) donde D y G son topoloǵıas discreta y grosera respectivamente so-
bre X∗. Luego F : Top∗ −→ Conj∗ es un funtor topológico y por tanto Top∗
es una categoŕıa topológica.
Por la proposición anterior, varios de los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3,
se derivan de este hecho, pero dado que el estudio de esta categoŕıa como cate-
goŕıa topológica lo consideramos nuevo, quisimos desarrollar la teoŕıa propia
de esta categoŕıa alĺı.
Proposición 82. Top∞ es una categoŕıa topológica.
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Demostración. Sean (X,x0) ; (Y, y0) y f : (X,x0) → (Y, y0) una función tal
que f−1 {y0} = {x0} siendo x0 y y0 elementos de X y Y respectivamente
i. Sea τX una topoloǵıa sobre X, es decir, (X,τX , x0) un espacio topológi-
co punteado entonces se construye τ Y =
{
B ⊆ Y ; f−1 (B) ∈ τX
}
, en-
tonces, τ Y es la topoloǵıa final para la función f : (X,x0) → (Y, y0) y0
elemento de Y .
ii. Ahora para la función f : (X,x0) → (Y, y0) tal que f
−1 ({y0}) = x0 y
(Y,τ Y , y0) un espacio topológico punteado se construye la topoloǵıa
τX =
{
; f−1 (B) | B ∈ τ Y
}
, entonces, τX es la topoloǵıa inicial para
la función f : (X,x0)→ (Y, y0) siendo {x0} cerrado
iii. Fib (X) es un ret́ıculo completo
Para cada conjunto punteado (X,x0) en su fibra el elemento máximo es
(X,P (X) , x0) , y el elemento mı́nimo es (X, {∅, X,X r {x0}} , x0). Dada una
familia de espacios topológicos punteados, sobre (X,x0) el ı́nfimo corresponde
a la intersección de las topoloǵıas; notese que X − {x0} es abierto en dicha
intersección y por lo tanto {x0} es cerrado. El supremo de una familia de es-
pacios topológicos punteados sobre (X,P (X) , x0), corresponde a la topoloǵıa
generada por la reunión de las topoloǵıas, notese que X − {x0} es abierto en
la topoloǵıa generada y por lo tanto {x0} es cerrado.
Corolario 83. La categoŕıa de los espacios exteriores E es una categoŕıa
topológica.
Demostración. Se sigue del hecho que E ∼= Top∞
Algunos resultados relacionados con funtores topológicos
A continuación se señalan algunos resultados en categoŕıas topológicas, que se
estudian entre otros en [2].
Proposición 84. [2] En una categoŕıa topológica C toda fuente tiene estruc-
tura inicial y todo sumidero tiene estructura final.
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Demostración. En efecto, sea {fi : X −→ Yi}i∈I una fuente. Sea Xi la estruc-
tura inicial para fi. Entonces el ı́nfimo de la familia {Xi}i∈I corresponde a la
estructura inicial para la fuente dada.
De manera dual, todo sumidero tiene estructura final.
Proposición 85. [2] Sea C una categoŕıa topológica fibrada sobre una cate-
goŕıa D. Si D es completa (cocompleta), entonces C es completa (cocompleta).
Demostración. En tal caso los ĺımites y coĺımites en C se construyen en D y
luego haciendo uso de estructuras iniciales y finales se trasladan a C.
Lemma 86. [2] Sea C una categoŕıa. C es completa (cocompleta), si y sola-
mente si, C tiene productos (coproductos) e igualadores (coigualadores).
Proposición 87. Sea C una categoŕıa topológica fibrada sobre una categoŕıa
D. Si C es completa (cocompleta), entonces D es completa (cocompleta).
Demostración. Supongamos que C es una categoŕıa topológica fibrada sobre
D por medio de un funtor F y que C es completa.
De acuerdo al lema anterior, para probar que D es completa, basta demostrar
que D tiene productos e igualadores.
Dados X y Y objetos de D, notemos con X y Y objetos en sus fibras respec-
tivamente. Entonces, el producto de X y Y en D corresponde a la imagen por
F del producto de X y Y en C.
Ahora, sean f : X −→ Y y g : X −→ Y morfismos enD. SeaY un objeto en la fi-
bra de Y . SeaX la estructura inicial para la fuente {f : X −→ Y, g : X −→ Y}.
Sea h : I −→ X el igualador de f y g en C. Entonces F (h), h : I −→ X, es el
igualador de f, g en D.
Por lo tanto D es completa. De forma dual, si C es cocompleta se tiene que D
es cocompleta.
Proposición 88. [2] Sea F : C −→ D un funtor topológico. Entonces F admite
adjunto a izquierda y a derecha.
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CAPÍTULO 5. SUBCATEGORÍAS REFLEXIVAS Y CORREFLEXIVAS EN CATEGORÍAS TOPOLÓGICAS
Demostración. Para cada objeto X de D notemos con XM el máximo en su
fibra y con X la estructura inicial para la fuente {f : X −→ YM} determinada
por un morfismo {f : X −→ Y } de D y el objeto YM . En tal caso, puesto
que X ≤ XM , existe un morfismo h : XM −→ X tal que F (h) = 1X . El
adjunto a izquierda de F es el funtor D : D −→ C definido por D(X) = XM y
D(f) = f ◦ h
El adjunto a derecha a F es el funtor G que asigna a cada objeto de D el
mı́nimo en su fibra. En morfismos, G se define de manera dual al adjunto a
izquierda, haciendo uso de estructuras finales y del orden de la fibra.
En cada caso la adjunción es fácil de establecer.
Corolario 89. Si F : C −→ D es un funtor topológico, entonces F conmuta
con ĺımites y coĺımites.
Proposición 90. Ver [21] Si F : C −−→ Conj es un funtor topológico, en-
tonces, Ces una categoŕıa con productos tensoriales
Demostración. Sean X y Y objetos de C, consideremos la función identidad
i : X × Y −−→ X × Y y el sumidero formado por la familia de funciones
{ix : Y −→ X × Y | ix(y) = (x, y)}x∈X
⋃
{iy : X −→ X × Y | iy(x) = (x, y)}y∈Y
Como F es un funtor topológico, existe estructura final para el sumidero que
se ha determinado, entonces, existe un objeto Z en C, tal que F (Z) = X × Y
y una familia de morfismos {ix : Y −−→ Z}x∈X
⋃
{iy : X −−→ Z}y∈Y , tal
que, F (ix) = ix y F (iy) = iy, para todo x ∈ X y todo y ∈ Y , entonces, la
función i : X×Y −−→ X×Y es un bimorfismo y la pareja (Z, i) es el producto
tensorial de X × Y . En efecto, sea W un objeto de C y g : X × Y −−→ W un
bimorfismo. Entonces, se determina una familia de morfismos
{gx : Y −−→W}x∈X
⋃
{gy : X −−→W}y∈Y
tal que, F (gx) = gx y F (gy) = gy, para cada x ∈ X y cada y ∈ Y . Entonces,
por definición de estructura final para el sumidero, existe un único morfismo
h : Z −−→W , tal que, F (h) = g y g ◦ i = g. Por lo anterior (Z, i) es el producto
tensorial de X y Y .
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Elevadores y coelevadores en categoŕıas topológicas
Definición 91. [22] Sea F : C → P un funtor topológico y sea E : C → C un
funtor. Diremos que E es un elevador de estructuras si satisface las siguientes
condiciones.
1. F ◦ E = F
2. X ≤ E (X) para todo X ∈ Obj C, E es un funtor concreto y por tanto
fiel, además que E respeta las fibras, esto es E (X) ∈ Fib (X) para todo
objeto X
3. Adicionalmente, diremos que el funtor E, es idempotente, si E ◦E = E.
Dual a la noción de elevador, se tiene el concepto de coelevador y de coelevador
idempotente.
Proposición 92. Sea F : C −→ D un funtor topológico y E : C −→ C un funtor
concreto e idempotente, entonces, E(C) es una categoŕıa topológica
Demostración. Como en el caso de Top, las estructuras iniciales y finales aśı co-
mo los supremos y los ı́nfimos se construyen en C y luego se trasladan a E(C)
por medio del funtor E.
Observación
Sea F : C −→ D un funtor topológico y E : C −→ C un elevador (coele-
vador) idempotente definido en C. Entonces, E(C) es una subcategoŕıa topológi-
ca correflexiva (reflexiva) de C. Es fácil ver que E y E(C) tienen las mismas
propiedades enunciadas para el caso de Top. De manera dual, se obtiene la
definición de coelevador y sus correspondientes propiedades
Proposición 93. Compuesta de elevadores es un elevador, es decir, si E1 :
C → C y E2 : C → C entonces E1◦ E2 es un elevador.
Demostración.
C −→ C ⇒ C
F
−−−→ P
i. (F ◦ E2) ◦ E1 = F ◦ E2 = F
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CAPÍTULO 5. SUBCATEGORÍAS REFLEXIVAS Y CORREFLEXIVAS EN CATEGORÍAS TOPOLÓGICAS
ii. E1 (X) ≤ E2 (E1 (X)) , además X ≤ E1 (X) entonces X ≤ (E2 ◦ E1) (X)
Proposición 94. El funtor I : C → C identidad es un elevador
I : C −→ C
A −→ I (A) = A
es claro que F ◦ I = F y además X ≤ I (X) para todo X ∈ Fib (X) .
A continuación se presenta un resultado cuya prueba es inmediata.
Afirmación: Si C es la clase de todos los funtores E : C → C que sean ele-
vadores, entonces C tiene estructura de monoide.
5.2. Las categoŕıas de los espacios Pretopológicos y
Pseudotopológicos
Cuando en una categoŕıa no se solucionan algunos problemas como los que se
mencionan en el parrafo siguiente, una manera de abordarlos es o bien con-
siderando la subcategoŕıa mas grande en donde tenga solución o bien construir
la menor categoŕıa que la cubre y construir alĺı la solución.
En general, en la categoŕıa de los espacios topológicos, los subespacios no
heredan la propiedad de ser topoloǵıa final como se vera con más precisión en
5.2.2. Al definir la categoŕıa de los espacios topológicos mediante una función
de filtros convergentes, y debilitar las condiciones, se obtienen las categoŕıas
de los espacios pseudotopológicos y pre topológicos que resuelven respectiva-
mente los problemas mencionados, resultando que la categoŕıa Prtop, de los
espacios pretopológicos es una subcategoŕıa reflexiva de la categoŕıa Pstop, de
los espacios pseudotopológicos y esta a su vez es una subcategoŕıa reflexiva de
la categoŕıa Top. Es de anotar, que esta sección toma como base [27], [28] y
[9]
Definición 95. Un subconjunto F de P (X) (es decir, F ∈ P (P (X))) es un
filtro si:
1. ∅ /∈ F
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2. si A,B ∈ F, entonces, A ∩B ∈ F
3. si A ∈ F y A ⊆ B ∈ P (X), entonces, B ∈ F.
Si X es un conjunto, la colección de filtros sobre X se denota por F (X)
Definición 96. Un ultrafiltro G sobre X es filtro maximal, si G ⊆ F ; es
un filtro, entonces, F = G. La colección de ultrafiltros de X se simboliza
U (X) ⊆ F (X)
Definición 97. una función
q : X −→ P (F (X))
x −→ qτ (x)
Se llama función de convergencia de filtros si satisface los siguientes axiomas
1. x̊ ∈ q (x), donde x̊, es un ultrafiltro sobre X y x̊ = {A ⊆ X | x ∈ A}
2. si F ∈ q (x) y F ⊆ G ∈ F (X) , entonces, G ∈ q (x)
3. Si {Gi} i ∈ I es una familia de filtros Gi ∈ q (x) , para todo i ∈ I,
entonces
∩Gi ∈ q(x)
4. Si a ∈ A, F ∈ q (a) , y {Gx}x∈X es una familia de filtros tal que Gx ∈





Gx ∈ q (a)
Para cada x ∈ X , q (x) se llaman filtros convergentes a x
Ejemplo 98. Si (X, τ) es un espacio topológico se define
qτ : X −→ P (F (X))
x −→ qτ (x) = {F ∈ F (x) | v (x) ⊆ F}
donde v(x) es el filtro de vecindades de x. Entonces, qτ (x) es una función
de convergencia de filtros. En este caso, creemos conveniente tener a la mano
esta prueba
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CAPÍTULO 5. SUBCATEGORÍAS REFLEXIVAS Y CORREFLEXIVAS EN CATEGORÍAS TOPOLÓGICAS
1. x̊ ∈ qτ (x) pues para toda topoloǵıa τ, v(x) ⊆ x̊
2. si F ∈ qτ (X) , entonces, V (X) ⊆ F y si G ∈ F (X) es tal que, F ⊆ G,
entonces, v (x) ⊆ F y por tanto v (x) ⊆ G lo cual significa que G ∈
qτ (X) .
3. Supongamos que {Gi}i∈I , es tal que G ∈ q (x) para todo i ∈ I entonces,
v (x) ⊆ Gi para todo i ∈ I, v (x) ⊆ ∩
i∈I
Gi es decir, que ∩
i∈I
Gi ∈ q (x)
4. Supongamos que F ∈ q (a) , es decir que v (a) ⊆ F, ahora sea {Gx}x∈X
una familia de filtros cada uno convergente a x es decir que Gx ∈ q (x) ∀




Definición 99. A la pareja (X, q) donde X es un conjunto cualquiera, y q
es una función de convergencia de filtros se le llama espacio de convergencia
de filtros. Se define la categoŕıa de los espacios de convergencia de filtros aśı:
1. Los objetos son parejas (X, q) donde X es un conjunto cualquiera y q es
una función de convergencia de filtros.
2. los morfismos entre dos objetos de la categoŕıa (X, q) (Y, p) son funciones
f : X → Y tales que si F ∈ q (x) , entonces, f [F ] ∈ p (f (x)).
Teorema 100. Si (X, q) es un espacio de convergencia de filtros, el induce
una única topoloǵıa, aśı para cada a ∈ A, A ∈ τ , sii, si F ∈ q (a), entonces,
A ∈ F
Observación
De acuerdo al teorema 100, un espacio de convergencia de filtros (X, q) genera
un espacio topológico (X,τ ) y según el ejemplo 98 este espacio genera un
espacio de convergencia de filtros (X, q) y este a su vez genera un espacio
topológico (X,τ ′). Es de anotar que (X,τ ) y (X,τ ′) son isomorfos. De este
hecho se sigue que un espacio de convergencia de filtros se puede identificar
con un espacio topológico.
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5.2.1. Estructuras más débiles definidas a través de funciones
de filtros convergentes.
Definición 101.
1. (X, q) es un espacio topológico si satisface las propiedades, 1, 2, 3 y 4
de la definición 97
2. (X, q) es un espacio Pretopológico si satisface 1, 2 y 3 de la definición
97
3. (X, q) es un espacio seudotopológico si q satisface las propiedades 1 , 2
de la definición 97 y 3 ′) Para cada F ∈ F (X) si F ⊆ U ∈ u (x) , implica
U ∈ q (x) . Entonces, F ∈ q (x)
5.2.2. La categoŕıa Prtop de los espacios Pretopológicos.
Como lo anotamos en la introducción de esta sección, la categoŕıa Top no es
cerrada bajo la formación de subespacios. En las categoŕıa Prtop que vamos
a construir y que contiene a Top se resuelve este problema.
En general, no todo subespacio de un espacio topológico hereda sus propiedades.
En particular, aqúı interesa resaltar el hecho de que no todo subespacio de
una estructura final es a su vez una estructura final. Más precisamente, se
f : X −→ Y una función entre espacios topológicos tal que Y tiene la topoloǵıa
final por f . Un subconjunto T ⊆ Y se puede dotar de manera natural de dos
topoloǵıas:
1. La topoloǵıa de subespacio de Y .
2. Dotando a f−1(T ) de la topoloǵıa de subespacio deX, T tiene la topoloǵıa
final por la función restringida f | : f−1(T ) −→ T .
Estas dos topoloǵıas no siempre coinciden, como lo ilustra el siguiente ejem-
plo. Consideremos X = {1, 2, 3, 4} con la topoloǵıa τ = {φ,X, {1, 2}, {3, 4}},
Y = {a, b, c}, f definida como f(1) = a, f(2) = f(3) = b, f(4) = c y T = {a, c},
las topoloǵıas resultantes para T son la grosera y la discreta [27].
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La categoŕıa Prtop de los espacios Pretopológicos está definida aśı: los objetos
de Prtop son parejas (X, q) donde q es una función de filtros convergentes que
satisface las propiedades 1, 2 y 3 y un morfismo entre dos objetos (X, q) (Y, p)
es una función f : X → Y que cumple si F ∈ q (x) , entonces f [F ] ∈ p (f (x))
Prtop es una categoŕıa topológica, ver [27] y [28]
Teorema 102. El funtor
C : Pr top −→ Pr top
(X, q) −→ (X, q)
donde q : X → P (F (X)) está definida por
q (x) = {F ∈ q (x) | x ∈ A⇒ A ∈ F}
es un coelevador de estructura
Demostración. Para la demostración ver [27] y [28] en el contexto de subcate-
goŕıas reflexivas.
5.2.3. La categoŕıa Pstop de los espacios Pseudotopológicos.
Como lo anotamos en la introducción de esta sección, la categoŕıa Top carece
de exponenciación y Pstop que es la categoŕıa que vamos a construir contiene
a Top y en ella se resuelve el problema de la exponenciación en Top.
Definición 103. [19] Sea C una categoŕıa con productos finitos. Se dice que C
tiene exponenciación si para todo objeto X de C el funtor −×X : C −→ C que
asigna a cada objeto Y de C el objeto Y ×X y a cada morfismo f : Y −→ Z
el morfismo f × 1X : Y ×X −→ Z ×X tiene adjunto a derecha.
En forma equivalente, C tiene exponenciación si para todo par de objetos X y
Y de C existe un objeto notado Y X y un morfismo ev : Y
X×X −→ Y , llamado
la evaluación, tal que para todo objeto Z de C y todo morfismo f : Z×X −→ Y
existe un único morfismo φ : Z −→ Y X tal que ev ◦ (φ× 1X) = f .
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Observación
En particular Top no tiene exponenciales. De la teoŕıa general, se sabe que
el funtor producto es adjunto a izquierda del funtor exponenciación, de lo
cual se sigue que el primero debe conservar coĺımites en particular coigual-
adores. Ahora bien, si consideramos el conjunto de los números reales R con
su topoloǵıa usual y el conjunto de los números racionales Q como subespacio
de R. El funtor −×Q : Top −→ Top no preserva coigualadores y por lo tanto
el resultado se sigue. Para ampliar estos hechos y en particular el resultado en
cuestión puede consultar [2].
La categoŕıa de los espacios Pseudotopológicos está formado por
i. Los objetos son conjuntos X junto con una función




x ∈ q (x) para todo x ∈ X
2. Si F ∈ q (x) y F ⊆ G ∈ F (X) , entonces, G ∈ q (x)
3. Para cada F ∈ F (X) si F ⊆ U ∈ u (X) implica que U ∈ q (x) ,
entonces, F ∈ q (x)
ii. Un morfismo entre dos espacios pseudotopológicos (X, q) y (Y, p) es una
función f : X → Y tal que para cada x ∈ X y cada F ∈ F (X) se cumple
que F ∈ q (x) , entonces f [F ] ∈ p (f (x))
Teorema 104. La aplicación
C : Pstop→ Pstop
definido por C (X, q) = (X, q) donde q : X → P (F (X)) es tal que
F ∈ q (x)←→ F ∈ q (x)
∩ q (x) ⊆ F
donde
q (x) = {F ∈ q (x) | ∩ q (x) ⊆ F}
es un coelevador.
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Demostración. Para la demostración ver [27] y [28] en el contexto de las sub-
categoŕıas correflexivas
5.3. Espacios uniformes
Se busca un concepto de cercańıa o proximidad que no dependa de una es-
tructura externa, como la distancia que depende de R. Además, para poder
hablar de sucesiones de Cauchy, se requiere que la proximidad no dependa
de un punto de referencia, como sucede en los espacios topológicos sino que
esté definida de manera homogénea en todo el conjunto [26].
Esta discusión toma como base [38]
Definición 105. Ver [38]
Una uniformidad diagonal sobre un conjunto X, es una colección D de sub-
conjuntos de X ×X, U ∈ P(X ×X) que cumplen los siguientes axiomas:
i. D ∈D =⇒ 4 ⊂ D
ii. D1, D2 ∈D =⇒ D1 ∩D2 ∈D
iii. D ∈D =⇒ E ◦ E ⊂ D, para algún E ∈D
iv. D ∈D =⇒ E−1 ⊂ D, para algún E ∈D
v. D ∈D, D ⊂ E =⇒ E ⊂D
A la pareja (X,D), se le llama espacio uniforme.
La categoŕıa de los espacios uniformes Unif , está constituida por: los objetos
son espacios uniformes y un morfismo f (función uniformemente continua)
entre los espacios uniformes (X,D), (Y,E), será una función f : X −−→ Y ,
de tal forma que para cada E ∈ E existe un D ∈ D, tal que si (x, y) ∈ D,
entonces, (f(x), f(y)) ∈ E
Definición 106.
Si X es un conjunto y D es una uniformidad sobre X, para cada x ∈ X y
cada D ∈D, definimos
D [x] = {y ∈ X | (x, y) ∈ D}
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Teorema 107.
Para cada x ∈ X la colección Ux = {D [x] | D ∈ D} forma una base de
vecindades que hace de X un espacio topológico.
Además cada función uniformemente continua, es continua, por lo tanto se ha
determinado un funtor U : Unif −−→ Top
Teorema 108. Un espacio topológico es uniformizable si y sólo si, es com-
pletamente regular
Teorema 109. Unif es una subcategoŕıa topológica y reflexiva de Top
Demostración. Si consideramos I = [0, 1], y el funtor CI : Top −−→ Top, en-
tonces, CI(Top) es igual a los espacios completamente regulares [22], y por
el teorema anterior un espacio es completamente regular, si y sólo si, es uni-
formizable.
5.4. Espacios de proximidad
Esta discusión toma como base la referencia [38]
La noción de espacio de proximidad, es la axiomatización de la noción de
cercańıa entre conjuntos, en oposición a la noción de cercańıa de un punto
a un conjunto en un espacio topológico. El concepto fue descrito por Frigyes
Riesz en 1908 e ignorado por mucho tiempo.
Definición 110. Un espacio de proximidad, es una pareja (X, δ), donde X es
un conjunto y δ es una relación binaria en P(X), es decir δ es un subconjunto
de P(X)× P(X) que satisface:
1) φ 6 δA, para todo A ∈ P(X)
2) {a} δ {a} para cada a ∈ A
3) AδB =⇒ BδA para todo A,B ∈ δ
4) Aδ(B ∪ C)⇐⇒ AδB o AδC
5) A 6 δ B implica para cada C,D ⊂ X, tales que, C∩D = Ø y A 6 δ (X−C),
B 6 δ (X −D)
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A la pareja (X, δ), se le llama espacio de proximidad. La categoŕıa de los
espacios de proximidad Prox, está constituida por: los objetos son espacios
de proximidad y un morfismo f entre los espacios uniformes (X, δ), (Y, β),
será una función f : X −−→ Y , de tal forma que si AδB, entonces f(A)βf(B).
Ejemplo 111. Los siguientes ejemplos toman como base [38]
1. Sea X un conjunto A,B ⊆ X, AδB ⇐⇒B y A son no vaćıos (Prox
trivial)
2. Sea X un conjunto A,B ⊆ X, AδB ⇐⇒ A ∩B 6= Ø (Prox discreta)
3. Sea (X, τ) un espacio topológico normal, sean A,B ⊆ X, se define
AδB ⇐⇒ A ∩B 6= Ø
4. Si X es un espacio con una uniformidad diagonal D, si A,B ⊆ X,
A 6 δB ⇐⇒ D(A) ∩D(B) = Ø, para algún D ∈D
Definición 112. Sea (X, δ) un espacio de proximidad y sea A ⊆ X, definimos
A = {x ∈ X | {x} δA}, entonces, el operador
P(X) −−→ P(X)
A −−→ A
es un operador de clausura y por tanto define una topoloǵıa sobre X, llamada
la topoloǵıa inducida por δ. Las topoloǵıas obtenidas de esta forma, se llaman
proximizables, es decir, cada espacio de proximidad, define una topoloǵıa sobre
X y cada función de proximidad es continua, por lo tanto se ha determinado
un funtor P : Prox −−→ Top
Las siguientes proposiciones toman como base [22] y [38]
Proposición 113. Lo espacios proximizables son precisamente los espacios
completamente regulares
Proposición 114. Lo espacios proximizables son precisamente los espacios
uniformizables
Proposición 115. Las categoŕıas Unif (de los espacios uniformes) y Prox
(de los espacios de proximidad) son categoŕıas topológicas
Proposición 116. Prox es una subcategoŕıa topológica y reflexiva de Top
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Conclusiones
1. El estudio de la teoŕıa de elevadores y coelevadores de estructura da un
método de construcción de subcategorias reflexivas y correflexivas, cuyos
objetos mejorados no cambian de conjunto subyacente pero si cambia
la estructura, usando para ello la propiedad que tienen las categoŕıas
topológicas como es el hecho de poder construir estructuras iniciales y
finales.
2. La facilidad que se tiene en Top* de poder usar el punto base para definir
nuevas topoloǵıas dio como resultado el poder encontrar elevadores y
coelevadores de estructura sin la necesidad de usar las propiedades que
se tienen de categoŕıa topológica es decir que se ha encontrado un método
distinto a los obtenidos en [22]. Adicionalmente se encontró un método
de construcción de espacios topológicos conexos y espacios topológicos
compactos.
3. Se construyó un topos usando la categoŕıa Top* y se sumergió en un
topos de prehaces. Para lograr este resultado se tiene que trabajar en
un espacio topológico en donde los puntos sean cerrados como en R
con la topoloǵıa usual, y usando el nuevo método de construcción de
elevadores expuesto en el Caṕıtulo 3 se consigue que el punto distinguido
en Top∗ sea abierto y cerrado, condición que se requiere para construir
las funciones contantes continuas.
4. Consideramos que en el trabajo aparecen algunas nociones y construc-
ciones nuevas que no aparecen en la literatura y que podŕıan ser el punto
de partida de otros trabajos.
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5. En las categoŕıas Top y Top* se plantea el problema de considerar espa-
cios topológicos particulares para el desarrollo de la teoŕıa.
6. La revisión bibliográfica me permitió conocer temas que ignoraba y por
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[37] R.Vazquez, Reflexividad y Correflexividad y Teoŕıa de las Estructuras
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